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Resumo. Na modelagem epidemiolégica, modelos estocasticos permitem estudar propriedades as
quais nao se tem acesso através de modelos derteministas. Tal é o caso da distribuicao de probabi-
lidade para o tamanho final de uma epidemia, uma propriedade muito importante na descri¢gdo da
dindmica evolutiva de uma doenga. Uma abordagem comum para se obter esta distribuigao, é dada
pelo calculo de poténcias de matrizes que podem ser excessivamente grandes a depender do tamanho
da populagdo. Com isso, a modelagem torna-se invidvel por conta do custo computacional. Como
uma forma alternativa, neste trabalho, deduzimos uma expressao para encontrar a forma fechada
do vetor de tamanho final da epidemia no caso de um modelo SIR estocéastico definido por meio de
Cadeia de Markov de Tempo Continuo, eliminando a necessidade do calculo matricial.
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1 Introducao

A modelagem epidemiologica auxilia na analise da propagacdo de doencas e na identificacao
de medidas que podem ser adotadas para conté-las. Com a utilizagdo de modelos estocéasticos
epidemiolbgicos, pode-se inserir uma certa aleatoriedade nos pardmetros e encontrar a distribuicao
de probabilidade dos resultados possiveis para a evolucao da doenga. Dessa forma, temos acesso a
diversos cenéarios para a dindmica evolutiva, ponderados por suas probabilidades. A probabilidade
de ocorréncia de um surto, a duracao esperada, assim como a distribuicao de probabilidade do
tamanho final de uma epidemia sao algumas propriedades exclusivas dos modelos epidemiologi-
cos estocasticos [1]. Assim, uma modelagem mais realista é realizada quando sdo considerados
fenbmenos sobre os quais nao ha conhecimento suficiente ou que podem ser aleatorios.

Neste trabalho, considera-se uma versao estocastica do modelo (S)uscetivel-(I)nfectado-(R)ecu-
perado, conhecido como modelo SIR [7], usando Cadeias de Markov de Tempo Continuo (CTMC?)
[2, 5]. Os modelos epidemiologicos estocasticos formulados a partir de Cadeias de Markov sao de
grande utilidade pois incorporam o aspecto de aleatoriedade que é de vital importancia para a mo-
delagem precisa de muitos processos, a0 mesmo tempo que sao manipulaveis gracas a propriedade
de Markov. Ao fornecer uma compreensao quantitativa de varios fendomenos eles podem dar uma
contribuigéo util para a ciéncia [8].

Para muitos modelos, a simulacao estocastica tem sido a tnica maneira de calcular as propri-
edades antes referidas, mas isso tem a desvantagem de exigir uma anéalise estatistica sobre muitas
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3Sigla definida pelo nome em inglés, Continuous Time Markov Chain, que sera utilizada neste trabalho.

DOI: 10.5540/03.2022.009.01.0262 010262-1 © 2022 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2022.009.01.0262

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 9, n. 1, 2022.

realizagoes. Com o aumento dos recursos computacionais, métodos numéricos de solugao sao hoje
uma proposta atraente para esse tipo de modelo [3, 6]. No entanto, o elevado custo computacional
continua a ser uma dificuldade para ampliar o seu uso. Dessa forma, o desenvolvimento ou apri-
moramento de estratégias para melhorar a eficiéncia computacional, bem como a precisao, sao um
fator primordial nesta area de pesquisa.

Em epidemiologia, uma propriedade muito importante a ser estabelecida, tanto para inferéncia
sobre uma epidemia, quanto para a tomada de decistes aplicadas a saude publica, refere-se ao
tamanho final da epidemia. O tamanho final é o nimero total de individuos que contrairam a
doenga ao longo do tempo de duracdo da epidemia. A estimagao do tamanho final é um assunto de
pesquisa atual e de amplo interesse, enfrentado através de diversas abordagens [3, 4, 6, 9]. Usando
cadeias de Markov, pode-se encontrar a distribuicao do tamanho final, detalhando a probabilidade
de cada um dos resultados possiveis de uma epidemia.

Nesse trabalho, deduzimos a forma fechada para o vetor de tamanho final da epidemia para
um modelo SIR CTMC. A expressao obtida permite acessar esta informagao sem a necessidade do
célculo de poténcias de alta ordem de matrizes de grande porte, que é um método bem estabelecido
para o célculo desta propriedade para modelos descritos por cadeias de Markov [2, 5].

O trabalho é organizado da seguinte forma. Na proxima segao, apresenta-se brevemente o
modelo SIR CTMC. A seguir, define-se a propriedade de tamanho final da epidemia e descreve-se
o método matricial comumente usado para obter a sua distribui¢ao de probabilidade. Na Secao 4
é apresentada a principal contribuicdo desse trabalho e, por fim, sdo oferecidas as conclusoes e
principais referéncias.

2 Modelo SIR CTMC

O modelo compartimental SIR (suscetiveis-infectados-recuperados) [7], ¢ um modelo que carac-
teriza o estado de cada individuo da populagao ao longo da evolucao de uma doenga. Neste modelo,
considera-se que nao hé nascimentos ou mortes no decorrer da dindmica evolutiva da doenga. Com
isso, o namero total de individuos na populagao é dado por um valor constante N. Considera-se
também que nao ha periodo latente, no qual os infectados ainda nao transmitem a doenga. A
dinamica do modelo SIR ocorre com a intera¢ao do compartimento de individuos suscetiveis (S)
com o compartimento dos individuos infectados (I) através de uma taxa de infecgao, denotada por
B, e de individuos infectados que tornam-se recuperados (R) a uma taxa 7, denominada taxa de
recuperagcao.

Neste trabalho é usada uma versdo estocastica do modelo SIR, como foi indicado acima, de-
nominada SIR CTMC. Nesta modelagem, os compartimentos definidos por S(t),I(t) e R(t) sdo
variaveis aleatorias, tais que S(t) + I(t) + R(t) = N. Este modelo é bivariado, de modo que sera
utilizada a probabilidade conjunta das variaveis S e I para determinar a probabilidade de transigao
de um estado para outro [2]. Estas probabilidades de transi¢ao definem o modelo e sdo apresen-
tadas na Tabela 1. Considera-se a variagdo dos estados S e I, durante um intervalo de tempo
pequeno At, como AS = S(t + At) — S(t) e Al = I(t + At) — I(¢).

Tabela 1: Probabilidades de transi¢do para o modelo SIR CTMC.

(AS,AI) Probabilidade
(—1,1) %S(t)](t)At +o(AD)
(0,-1) VI(#)At + o(A(D)
0,00 1- msa)f(t) + vl(t)w At + o(At)
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A distribuicao inicial do modelo é dada por (S(0),1(0)) = (so,i0), sendo ig > 0 e sp + ig = N,
pois assume-se que inicialmente nao ha individuos recuperados.

3 Tamanho Final de uma Epidemia

Para calcular a distribuicao de probabilidade do tamanho final no modelo SIR CTMC, inicial-
mente, determinamos a Matriz de Transi¢do da Cadeia de Markov Incorporada, também denomi-
nada Embedded Markov Chain (EMC). Neste modelo, os estados sao organizados em pares (S, I),
indicando o numero de individuos no compartimento S e no compartimento I para cada estado,
de modo que 0 < S+ 1 < N.

No modelo SIR CTMC, as combinagoes possiveis entre os compartimentos, utilizando uma
populagao de tamanho N, nos da o valor total de pares de estados desse sistema, que corresponde
a (N + 1)(N + 2)/2. Esses pares de estado sdo ordenados de uma forma conveniente para a
construgao da EMC, na seguinte forma,

(N,0),(N —1,0),(N —2,0),...,(0,0),(N —1,1),(N —2,1),...,(0,1),...,(0,N). (1)

Considerando os estados ordenados em (1), temos que o conjunto das probabilidades de estado
é dado por:
p(t) = (P(N,0), P(N=1,0)5 - - - P(O,\)) 5 (2)

onde T denota a transposta.
Para organizarmos os estados na constru¢ao da matriz de transicao da EMC, cada um deles
sera associado a um numero inteiro. Dessa forma,

(N,0) — 1
(N-1,0) — 2
N+ 1)(N +2
0N o TEDWF2) )2( 2
Utilizando a notagao definida pela ordenacao (1), é feita a construgdo da matriz de transi¢ao
da EMC, denominada Py, da seguinte forma:

P11 P12 . Pyven vz
P21 P22 o Dy (N+1)(N+2)
Py = 2
DN+D(WN42) ] DNADWN42) 5 --- D(NED(N+2) (N4D(N+2)
2 2 2 2

A matriz de transi¢io Py = (Pr;) € uma matriz estocéstica e quadrada de dimensao (N+1)(N +
2)/2, que satisfaz py = 1, para l = 1,2,..., N + 1. Os primeiros N + 1 estados correspondem a

(s,0), com s =0,1,...,N + 1. Esses N + 1 estados s@o os estados absorventes, aqueles desde os
quais, uma vez que sao alcangados pelo sistema, nao hé mais possibilidade de transi¢ao para outro
estado.

Considerando (S(t), I(t) = (s, 1)), podem-se determinar os elementos da matriz Py a partir das
probabilidades de transigio dos estados possiveis. No caso em que ocorre transi¢ao do estado (s, 1)
para o estado (s,7 — 1), um individuo infectado é recuperado e sua probabilidade é dada por

. i Y

P i (B/N)si ~ v+ (B/N)s
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Quando ocorrer transi¢ao do estado (s, i) para o estado (s — 1,7 4 1), é considerada a infeccao
de um individuo suscetivel e sua probabilidade é
| =1 v __(BN)s
7+ (B/N)s v+ (B/N)s
A matriz de transi¢do Py é muito util no célculo do tamanho final da epidemia. O tamanho final
representa a forga da epidemia, ou seja, quantos individuos foram infectados no total. Em geral,
para qualquer populagio de tamanho N, comegando com um individuo infectado ou p(y_1,1)(0) =
1, o nimero méaximo de transigoes até ocorrer a absorcao, ou seja, quando nao ha mais individuos
infectados, é 2N — 1.
Supondo que, inicialmente, o niimero de individuos infectados é 1 e ndo haja individuos recu-
perados, ou seja, S(0) = N — 1, I(0) =1 e R(0) = 0, a probabilidade associada ao tamanho final
da epidemia pode ser obtida calculando-se as probabilidades de absorcao,

N—-1
li . =1.
Jim Y pg0)(t) = 1
s=0
Se houver s individuos suscetiveis quando o niumero de individuos infectados atingir zero, o
tamanho final da epidemia é N — s. Portanto, é possivel encontrar as probabilidades de absorgao
usando a matriz de transicao Py. Em particular,

lim p(t) = p(2N — 1) = (Py)**'p(0).

3.1 Forma Matricial

Para explicitarmos a utilizacao da forma matricial para calcular a distribuicao para o tamanho
final de uma epidemia, considerando o modelo SIR, CTMC, utilizaremos um exemplo de modelo
epidémico para uma populacao com trés individuos, N = 3.

Para N = 3, existem 10 possiveis pares de estados, listados a seguir, onde cada par é associado
a um ndmero inteiro.

(3,00 — 1 (1,L1) — 6
(2,0) — 2 0,1) — 7
(1,00 — 3 (1,2) — 8 (3)
(0,00 — 4 0,2) — 9
(2,1) — 5 (0,3) — 10

A Figura 1 mostra o grafo que representa as possiveis transicoes entre os estados. A partir
dessas transi¢oes, pode-se determinar a matriz de transicdo da EMC desse sistema.

00| [10] [20] [30]

Figura 1: Possiveis transi¢oes entre os estados, considerando N = 3.
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A matriz de transigdo da EMC é definida da seguinte forma,

1 1000 0 0o 0 0 0 0
2 o100 p o 0 0 0 0
310010 o0 i 0 0 0 0
4 looo1 o 0 pp 0 0 0
po_ b 0000 0 0O 0 0 0 0
37 6 0000 0 0 0 0 0
710000 0 0 0 0 p O
8 loooo1-p 0 0 0 0 0
9 loo oo 0 1-p 0 0 0 po
100 \0O0OO0OO0O 0 0 0 1—p; 0 O

Os ntmeros & esquerda representam os pares de estados definidos na ordenagdo dada em (3).
As transigbes sdo realizadas dos estados da coluna para os estados da linha. Para encontrar
as probabilidades de absor¢ao que determinam a distribuicao para o tamanho final, utiliza-se a
Eq. (3). Entdo, calculam-se as poténcias da matriz P; até chegar a poténcia (Py)*V~1. Neste
caso, calculamos (P3)°, obtendo,

10 0 0 0 0 0 0 0 0
010 0 Do 0 0 0 0 0
00 10 ﬁ(l*?Q)N N 2 ~g3? 0.0
0 00 1 p31—p2)(1—p1)Bo+m) Pa(L—p1) Po (B3 +pep1)(1—p1) BE Dy
(Py)° 00 0 0 0 0 0 0 0 0
710 0 0 0 0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0
00 0 0 0 0 0 0 0 0

Quando tratamos uma situagao onde a epidemia comeca com apenas um individuo, temos que
P(N-1,1)(0) = 1 pois (N — 1,1) é aquele par de estados, de acordo com a ordenagao estabelecida
em (1), onde ha o infectado inicial. Portanto, o vetor p(0) é um vetor nulo, de tamanho (N +
1)(IN + 2)/2, com excegao da posi¢do N + 2 (posigao do estado (N — 1,1)) onde o valor é igual a
1. Nesse caso, tem-se

p(0)=(0000100000)7.

De acordo com a Eq.(3), faz-se o produto da matriz (P3)° pelo vetor p(0) e chega-se ao seguinte
resultado,
0

P2
(1 —p2)
R~ 1)1~ ) (Fo + )
(P3)° - p(0) = 0

o O o oo
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Para concluir esta abordagem matricial, definiremos um vetor contendo apenas os elementos
nao nulos. Denominamos esse vetor por (vetor _final)y, obtendo
D2
(vetor__ final)s = p(1 = p2) : (4)
Po(1 = p1)(1 = pa)(po + p1)

A expressao (4) nos da o vetor referente a distribui¢ao de probabilidade do tamanho final da
epidemia. Através do calculo das poténcias da matriz Py tem-se acesso as dinimicas temporais
do sistema. Entretanto, pode-se notar que para tamanhos de populacao muito grandes, a matriz
de transicdo da EMC vai ser, correspondentemente, de grande porte. Além disso, serd necessa-
rio calcular poténcias de uma ordem muito alta, gerando um elevado custo computacional. Isso
inviabiliza o uso desta modelagem no estudo epidemiolégico para populagdes muito grandes, ao
tempo que torna como um objeto de estudo a procura de métodos de calculo eficientes. As limita-
¢oes do tamanho do sistema para essas abordagens estao relacionadas aos recursos computacionais
disponiveis para armazenar e processar grandes matrizes esparsas [6].

4 Forma fechada do vetor de tamanho final da epidemia

Como foi indicado na se¢ao anterior, a depender do tamanho N da populagao, o célculo rea-
lizado na forma matricial pode ser muito custoso do ponto de vista computacional. Nesta secéo,
deduzimos uma forma fechada, analitica, para encontrar de forma direta os elementos do vetor
final referente & distribuicao do tamanho final da epidemia.

Como visto na se¢ao 3.1, o vetor final, considerando N = 3, é dado pela Eq.(4). Ao conside-
rarmos uma populacao de tamanho N = 4, apds realizarmos as etapas da forma matricial para
encontrar o vetor final, obtemos o seguinte resultado,

D3
P5(1—ps3)
P (1= p2)(1 = p3)(p1 + P2)
Po(1 = p1)(1 = pa)(1 — p3) (Po(Po + P1 + P2) + P1(Pr + P2))

(vetor _final)y =

A partir da anéalise do vetor final para diversos tamanhos de populagao, encontramos um padrao
que permite identificar cada elemento do vetor final, de acordo com o valor de V.

Seja k o indice que identifica a posi¢ao de um dado elemento no vetor final. O primeiro elemento
do vetor final coincide sempre com a probabilidade

DN-1 (5)

que corresponde a py_j para k = 1.
O segundo elemento do vetor final, ou seja, para k = 2, é dado por

Pr—2(1 = BNn-1)- (6)

Este elemento ¢ obtido ao substituir o valor k£ = 2 na forma geral pa_; (1 — PN—k+1)-
O valor do k-ésimo elemento, para 2 < k < N, é obtido através da expressao

N—(k—1) N—(k—2) N2 N-1
PRk Diy Z Dig |+ Z Din_s H 1-p) |- (7
iw=N-k i2=11 iN—2=iN—3 i=(N—k)+1
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Com as expressoes (5), (6) e (7) temos acesso ao vetor final, que fornece a distribuigao de
probabilidade do tamanho final da epidemia, sem a necessidade de calcularmos a poténcia 2N — 1
da matriz Py, como feito na Se¢do 3.1. A expressdo encontrada para este vetor em forma fechada
é um resultado inédito.

5 Consideracgoes Finais

No presente trabalho, foi desenvolvida uma nova forma de se obter o vetor em forma fechada
que oferece a informacgao completa da distribuicdo de probabilidade do tamanho final de uma
epidemia para um modelo SIR CTMC. Esta abordagem permite evadir o calculo matricial descrito
na Seg¢ao 3, que pode ter um custo excessivamente elevado para populagoes muito grandes, tornando
impraticavel o modelo apresentado.

A partir da expressao encontrada para o vetor final, através dos seus elementos (5), (6) e (7),
0 proximo passo seré estabelecer um algoritmo eficiente para o calculo destes elementos. Nesse
sentido, estao sendo desenvolvidas duas estratégias, uma com foco em incorporar elementos de
recorréncia e outra, com o objetivo de paralelizar o calculo.
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