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Resumo: Neste trabalho, consideramos os polinomios para-ortogonais associados aos polinémios
de Szegd cujos coeficientes de Verblunsky sdo constantes e iguais a um parametro a € C,
0 < |o] < 1. O principal objetivo é mostrar que esses polinémios podem ser obtidos através
de uma relagdo de recorréncia cujos coeficientes dependem apenas do valor «.
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1 Introducao

Os polinémios ortogonais no circulo unitario s@o conhecidos como polinémios de Szegé em
homenagem a Gébor Szegd, que os introduziu no inicio do século 20. Desde entao, esses
polindmios tém sido estudados por muitos pesquisadores devido a sua aplicabilidade em di-
versas areas, como regras de quadratura, processamento de sinais, teoria espectral, e muitas
outras (ver, por exemplo, [6], [7]).

Dada uma medida positiva 1(¢) = u(e?) no circulo unitério C = {¢ = ¢ : 0 < 0 <27}, a
sequéncia de polindmios ortogonais ménicos {S,} a ela associada é definida por

27
/Ej Sn(Q) du(¢) = / e 998, (e du(e®)y =0, 0<j<n-—1, n>1
C 0

Denotando #,? = |[Su]]* = [, [Sn(¢)[* du(¢), os polindmios ortonormais no circulo unitério
sao dados por s,(z) = kp Sp(z), n > 0.
Os polinémios de Szegd monicos satisfazem o par de relagoes de recorréncia
Sn(z) = 28,-1(2) — =15 _1(2),
n n ) n n—1 n> 17 (1)
Sn(2) = (1 = |an—1]%) 28n-1(2) — @=15;(2),

onde a1 = —5,(0) e S} (2) = 2™S,(1/2). Os nimeros a,, sao conhecidos como coeficientes de
Szegd, de reflexao ou, ainda, coeficientes de Verblunsky e satisfazem

Dn+1
D,n ) n P )

n
janl <1 e po [T(1—laxl?) = 5 =
k=0

*Este trabalho tem o apoio do CNPq
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onde os determinantes de Toeplitz D,, sao dados por

Bpo -1 —n
1o Mo vt Hen+l

Dy=po e Dp=| . . . ; n= 1 (2)
Hn  Hn—1 - 1o

Os momentos i, definidos por p,, = fc ¢™du(Q), satisfazem p_p, = fin, n > 0.

Um dos resultados mais conhecidos sobre polinomios de Szegd é que eles sao completamente
caracterizados pela sequéncia de coeficientes {a,} a eles associada, como é dado no teorema a
seguir, conhecido inicialmente como Teorema de Favard no circulo unitario, mas que recente-
mente vem sendo referido como Teorema de Verblunsky (ver, por exemplo, Simon [5]).

Teorema 1.1. Para toda sequéncia de nimeros complexos {ay,}, com |ay| < 1, n > 0, existe
uma unica medida positiva p no circulo unitdrio associada tal que os polinomios {S,} gerados
por (1) sao os respectivos polindmios de Szegd monicos.

Um caso especial dos polindmios de Szegd, que estudamos neste trabalho, sao os polinémios
de Geronimus {S,(z)}, cujos coeficientes de Verblunsky satisfazem «a,, = «, para todo n > 1,
com 0 < |a| < 1. Esses polinémios sdo bastante conhecidos na literatura (ver, por exemplo [5]).

Uma sequéncia {d, }72; é chamada de sequéncia encadeada se existe uma outra sequéncia
o0
{gn}>2, tal que

(i) dn =1 —gn-1)gn, n>1

A sequéncia {g, } é chamada de sequéncia de parametros da sequéncia encadeada {d, }. Em geral,
a sequéncia de parametros de uma sequéncia encadeada nao é tinica. Toda sequéncia encadeada
possui uma sequéncia de parametros minimal {m,} caracterizada pela condi¢ao my = 0. Uma
sequéncia {M,} é chamada sequéncia de paradmetros maximal de {d,} se satisfaz a seguinte
condicao: se go > My, entao a sequéncia {g,} gerada por (ii) de (3) nado satisfaz o item (i) de
(3).

Para mais informagoes a respeito de sequéncias encadeadas, ver Chihara [1].

A seguir, consideremos p uma medida de probabilidade definida no circulo unitério e seja
{Sn(z)} a sequéncia de polinémios de Szegd monicos a ela associada. Seja {«,} a sequéncia dos
coeficientes de Verblunsky que geram {S,,(2)} e, para w € C, definimos os coeficientes

_ Sp(w)
Sy (w)’

Tn(w) n >0,

que tém um importante papel neste trabalho.
De acordo com a férmula de Cristoffel-Darboux (ver, por exemplo, [5], Teorema 2.2.7),

sy (w)sy 1(2) = sna1(w)spy1(2)
1—wz

Y

Ko(z,w) =Y sj(w) s5(2) =
=0

em que S, (z) = kpSy(2) sdo os polindmios de Szegd ortonormais.
A fungao K, (z,w) é conhecida como ntcleo reprodutor associado & medida p, pois

4n(2) = /C 4n(C) Kon(2,€) du(C),

para todo polinémio ¢, de grau no maximo n.
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Consideremos {P,(w; z)} a sequéncia de polinémios em z dada por

Fuf1 @ Kn(zw)

— , n>0.
Sn+1(w) 1+ Tn—i—l(w)an

P, (w;2) =

Podemos mostrar facilmente que P,(w;z) é um polinémio de grau n que pode também ser

escrito como g g
1 Z)— T w) Sk (2
Pn(w72) _ n+1( ) n+1( ) n+1( )’ n 2 0.
Z—w 1+ Tpt1(w)ay,

Como |w| = 1, temos que |7,,(w)| = 1, para todo n > 0. Assim, o polinémio P, 1(w;z) =
Sn+1(2) = Tag1(w)S;; () é conhecido como polinémio para-ortogonal associado ao polinémio
de Szegb Sp+1(z). Pelas propriedades dos polinémios para-ortogonais ja conhecidas (ver, por
exemplo, [4]), segue que P, (w;z) tem todos os seus n + 1 zeros simples e pertencentes ao
circulo unitdrio |z| = 1. Em particular, w é uma das raizes de ]5”+1(w; z). Consequentemente,
os polinomios P, (wj; z) tém todos os seus n zeros no circulo unitério |z| = 1. No entanto, nenhum
dos zeros de P,(w; z) é igual a w.

Em um trabalho recente (ver [2]), mostramos que os polinémios P, (w; z) satisfazem a relagao

de recorréncia de trés termos apresentada no teorema a seguir.

Teorema 1.2. A sequéncia de polinémios monicos { P, (w;z)} satisfaz a relagdo de recorréncia
de trés termos

Prii(w; 2) = [z + bpga (w)] Po(w; 2) — ans1(w)zPpa(w; 2), n =1,
com Py(z;w) =1 e Pi(w;z) = 2+ bi(w), em que

o (W)

bp(w) = )

e ant1(w) = [1+ m(w)an—1][1 — wr(w)ay|w, n > 1. (4)

A partir de agora, trabalhamos com o caso particular w = 1 e denotamos 7, (1) simplesmente
por 7,. Por simplicidade, denotamos também os polinémios P,(1;z) por P,(z).

Seja F,, um polindmio de grau n definido por Fy(z) = Py(z) e
751 — 7j05]

[ - Re(7ja;)]

F,.(2) P,(z), n>1. (5)

Um importante resultado apresentado em [2] é que a sequéncia de polinémios { F},(z)} satisfaz
uma relacao de recorréncia de trés termos do tipo

Frp1(2) = [(1 +icpi1)z + (1 —icny1)] Fo(2) — 4dny12F5-1(2), (6)
com Fy(z) =1e Fi(z) = (1 +ic1) + (1 —icy), onde

. —Im(Tp—10m-1)
"1 —Re(Tho1an_1)

[1 — |7_n—104n—1’2”1 — Tnan‘Q

1= Re(rn1an ][ = Re(man)]” "=

1

Além disso, {c,} é uma sequéncia real e {d,} é uma sequéncia encadeada positiva com
dpt1 =d1n = (1 — g1,n—1)91,n, onde a sequéncia de parametros {g,} é dada por

11— T |?

1
0<g1n= 2 1 — Re(mhan)]

<1, n>1
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2 Polinémios de Szego com coeficientes de Verblunsky constantes
Seja a € C, com 0 < || < 1, e consideremos uma relacao de recorréncia do tipo
Gri1(2) = (24 1)Gn(2) — (1 = |a)?) 2Gn_1(2), n>1. (7)
Se wy e way sao as raizes da equagao caracteristica
2

w? — (z+ Dw+ (1 —|a?) 2z =0,

entao

GRS R V(=12 +4]a22 v = D= V(z—1)2 +4|a22
1= 5 2 =
2 2

e as solugoes de (7) sao dadas por
Gn(z) = Aw! + Bwy, n>1.

Dessa forma, se { R,,(2)} for uma sequéncia de polinémios satisfazendo a relagao de recorréncia
(7), com Ro(z) =1 e Ri(z) = 3(z + 1), segue que

1+ +/GE-12+4az\ 1[{(z+1)—/z-D2+4aPz\
2 2 *3 2 ’

R, (z) = n > 0.

(8)

Por outro lado, considerando {@Q,(z)} uma sequéncia de polindomios satisfazendo (7), com
Qo(2) =0 e Qi(2) = L, temos

0u() = 4 ((z+ 1)+ \/(z2— 1)2 +4|a|22> B ((z+ 1) - \/(22— 1)2 +4|a|22> Cnso.
(9)
em que A = = e B=— ! .
a 2¢/(z — 1)2 + 42|22 2¢/(z — 1)2 + 4222

Seja 1, uma medida de probabilidade em C tal que a correspondente sequéncia de polinémios
de Szeg6 monicos {S,(2)} satisfaz a,, = o, para todo n > 1. Logo,

Sp(z) =2S,-1(2) —asS;_1(z), n>1. (10)
Segue que os polindmios reciprocos S;(z) satisfazem

Sr(z) =5r_1(2) —azSp—1(2), n>1. (11)

n—1

Substituindo (11) em (10), podemos mostrar que {S,(z)} satisfaz também a relagdo de
recorrencia

Snr1(2) = (2 +1)Sn(2) = (1 —[af*)28-1(2). (12)

Observe que Ro(z) + (2 — 1 —2a@) Qo(2) = 1 = So(z). Analogamente, Ri(z) + (2 — 1 —
2a)Q1(z) = z — @ = Si(z). Podemos provar recursivamente que S, (z) pode ser escrito em
termos de Ry, (z) e Qn(2z) como

Sn(z) = Rp(2) + (2 — 1 —=2a) Qn(2), (13)

para todo n > 0.
De fato. Vimos acima que a relagao (13) é valida paran = 0 e n = 1. Suponhamos que (13)
seja valida para um certo n € N, n > 0. Entao,
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Rot1(2) + (2 — 1 -20) Qnt1(2)
= (z+ 1) Ru(2) = (1 = |a)2Rn-1(2) + (2 = 1 = 2&)[(2 + 1)@n(2) — (1 — |a|*)2Qn-1(2)]
= (z+ D)[Ra(2) + (2 = 1= 28) Qu(2)] — (1 = a2 [Rp-1(2) + (2 = 1 = 2&) Qn-1(2)]
=(z+1)Su(2) — (1 —|a?)z Sn_1(2)

= Sn+1(2).

Segue também da equacao (13) que 2"S,(1/2) = z"R,(1/2) + (1 —1—2a)2"Qn(1/2), ou
2

seja,
Sa(2) = Ry(2) + (1 — 2 = 222) @y, (2).

Como R, (z) = R} (z) e Qn(z) = Q(z), para todo n > 0, podemos escrever

Sy(z) = Rp(2) + (1 — z — 2 az) Qn(2). (14)

Assim, usando as equagoes (8) e (9), podemos obter uma nova expressao para os coeficientes
Tn = Sn(1)/S%(1) em funcdo do pardmetro .
Fazendo z = 1 em (8), obtemos

Ra(1) = 5[0+ Ja)" + (1~ Ja]")]

Da mesma forma, fazendo z = 1 em (9), obtemos

Qn(1) = 4|1a[(1 +la))™ = (1 = |of™)].
Assim, pela equagao (13), temos
Sn(1) = L [(Jol = @) (1 + [e])" + (Jaf + &) (1 = |af)"]. (15)

2|al

Analogamente, pela equagao (14), temos

Sp(1) = 2,104, [(laf = a) (1 + |a))" + (Jo| + @) (1 = |a])"]. (16)

Segue, entao, que

_ S _ (ol =a) (A + |ap)" + (Jof + @) (1 = o))"
Si() (el —a) (T +]e))" + (laf + o) (1 = |a))*

n

3 Os polindmios para-ortogonais associados ao parametro «

Sejam o € C, 0 < |a| < 1, e {Sn(z)} a sequéncia de polinémios de Szegd com coeficientes
de Verblunsky constantes e iguais a «, como consideramos na segao anterior. Seja {P,(2)} a
sequéncia de polindémios para-ortogonais monicos associados a {S,(z)} definidos por

L Sny1(2) = 15544 (2)
z—1 14+ mpa

P,(z) = , n>0.

O proximo teorema mostra que, como consequéncia dos resultados da secao anterior e do Teo-
rema 1.2, os polindémios P,(z) podem ser gerados através de uma recorréncia cujos coeficientes
dependem apenas do parametro a.

DOI: 10.5540/03.2015.003.01.0036 010036-5 © 2015 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2015.003.01.0036

Proceeding Series of the Brazilian Society of Applied and Computational Mathematics, Vol. 3, N. 1, 2015.

Teorema 3.1. A sequéncia de polindmios monicos {P,(z)} satisfaz a relagao de recorréncia de
trés termos
Poi1(2) = [z + bpy1] Pu(2) — ant12Pn-1(2), n > 1,

com Py(z) =1 e Pi(z) = z+ b1, em que

(lo] = Re(@))(1 + |a))** ! + (Jaf + Re(@))(L — |o))** ! + 2]a|Zm(e) (1 — |af)"

_ e(a)
" = (ol = Re(@)) (1 + )™ + (Ja| + Re(a))(1 — | — 2lafZm(a)(1 = o)™

(la +Re(@)) (1 — |a))* + (Ja| = Re(a))(1 + [a)*" + 4|o*Zm(e) (L — |o/?)"
(1 +la)?*(Jo| = Re(@)) + (1 = [a])*"(la] + Re(a)) ’

an1 = (1-|af?)

para todo n > 1.

Dessa forma, a classe de polinomios para-ortogonais moénicos P, (z) fica completamente ca-
racterizada pelo parametro a.
Segue como consequéncia o seguinte resultado para a € R.

Coroldrio 3.1. Se o € R, a sequéncia de polinémios monicos {P,(z)} satisfaz a relagdo de
recorréncia de trés termos

Poi1(2) = (24 1) Pu(2) — (1 — a®)2zP,_1(2), n>1,
com Py(z) =1¢e Pi(z) =2+ 1.
Observamos que, neste caso, os polindmios F,(z) definidos em (5) satisfazem a relacao dada

em (6), com ¢, =0 e dp1 = (1 —a?), n > 1.
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