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Resumo. Neste artigo, apresentamos um estudo da anélise de estabilidade para a generalizagao da
equagao da difusdo fracionaria com coeficiente constante quando inserido o parametro de corregdo
dimensional 7 no modelo. A abordagem numérica escolhida é um esquema implicito de diferengas
finitas, inspirado no método cléassico de Euler regressivo. A derivada de ordem fracionaria temporal
adotada na equagao é a de Riemann-Liouville e é aproximada pelo operador de Griinwald-Letnikov.
A analise de estabilidade se conduz com a aplicagdo do método de Fourier nos permitindo mostrar
ser incondicionalmente estavel o método implicito proposto. Um experimento numérico também é
apresentado com resultados exibidos a fim de comprovar as conclusoes tedricas e a influéncia do
termo de corre¢ao dimensional.
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1 Introducgao

As equagdes de difusdo fracionaria nos ultimos anos atrairam consideravel interesse por suas
aplicacoes em diversas areas da ciéncia. Uma fragao dessas aplicagoes se deve aos sistemas que apre-
sentam um comportamento anémalo superdifusivo ou subdifusivo, tais como difusdo em plasmas
[2], transporte de fluidos em meios porosos [12], difusdo em fractais [13], entre outras.

Nas altimas décadas, distintas formulagoes para derivadas de ordem fracionéria foram propos-
tas [3]. Com isso, Ortigueira e Machado em 2015 propuseram um critério, composto por cinco
propriedades que um operador deve satisfazer para que possa ser chamado de derivada fracionaria,
cf. [11]. Teodoro [8], em sua tese de doutorado, verificou se os operadores mais bem estabelecidos
na literatura podem ser classificados como um derivada fracionaria segundo o critério de Ortigueira
e Machado.

Com todas essas propostas de derivadas fracionérias, existe uma grande necessidade de se propor
métodos numéricos para elas. Adaptagoes dos métodos consagrados para derivadas de ordem inteira
sao propostas para as derivadas fracionarias mais disseminadas e utilizadas em aplicagcdes como as
que ja citamos anteriormente [6], [5].

A escolha apropriada da derivada fracionéria passa por uma andlise detalhada dos operadores e
sua adequagdo as caracteristicas dos fendomenos estudados. Contudo, quando decidida a formulagao
nao basta aplicar a derivada fracionéaria ou substituir uma de ordem inteira pela nao inteira. A
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abordagem fracionaria implica considerar os ajustes necessarios para manter a correta dimensao
das equagoes [7]. Desta forma, uma série de ajustes devem ser observados.

Neste artigo vamos nos ater a Equagao da Difusdo Fracionaria (EDF) com derivada de ordem
nao inteira segundo Riemann-Liouville que é definida da seguinte forma

an [
RLDg’tf(t) = ﬁdtimL (t _ S)m—a—lf(s)ds , (1)

sendo « > 0 a ordem da derivada fracionaria e m seu teto inteiro que satisfaz m — 1 < a < m.
O problema de valores iniciais e de contorno da EDF consiste em determinar a distribuigao de
temperatura, a fungao u(x,t), tal que

% = reDg, (KT“%) + flz,t), O0<z<L, 0<t<T, (2a)
u(z,0) =¢(z), 0<z<L, (2b)
u(0,t) =1(t), 0<t<T, (2¢)
u(L,t) =r(t), 0<t<T, (2d)

onde 0 < @ < 1 ¢é a ordem da derivada fracionaria; ¢(x), I(t), r(t) e f(x,t) s@o fungbes suficiente-
mente regulares dadas.

A constante K em (2a) é conhecida como difusividade térmica, e esse parametro depende da
condutividade térmica &, da densidade p e do calor especifico do material Cp, isto &, K = k/pC,.
No sistema internacional (SI) tem unidade igual a [K] = [m?/s].

A adequacdo da equagdo da difus@o de ordem inteira para a de ordem arbitraria gera um
desbalanceamento das dimensoes e unidades. Assim, com base em [7] se aplica um novo parametro
7 em conjunto com a derivada fracionaria como visto em (2a), sendo 7 um parametro cuja unidade
é tempo, de modo que a equagdo fracionaria (2a) preserve a consisténcia da dimensdo. Dessa
forma, denominamos 7% como o coeficiente da difusao fracionéria.

2 Um método tipo Euler regressivo para EDF

Efetuamos uma abordagem numérica de (2) via método das diferengas finitas, sendo aplicado
o esquema baseado no de Euler regressivo. A malha computacional é definida por

z;=iAzx, i=0,1,2,...,M, L= MAxz;

tp, :=nAt, n=0,1,2,...,N, T = NAt.

A derivada fracionaria de Griinwald-Letnikov para uma funcdo suficientemente regular wu(t) é
equivalente & sua derivada fracionaria no sentido de Riemann-Liouville [1]. A partir da defini¢ao
da derivada fracionaria de Griinwald-Letnikov chegamos a

DU ~ A%a > (=DF <2)U(tn—k)~ )

k=0

A expressao (3) ¢ uma aproximagao linear (de ordem 1) para qualquer « > 0 e esta é aplicada em
(2a) na derivada fracionaria. As aproximagoes, diferenca recuada (de ordem 1) e diferenga centrada
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(de ordem 2), sao aplicadas as derivadas de ordem inteira temporal e espacial, respectivamente.

Dessa forma, parai=1,2,...,M —1; n=1,2,..., N o problema (2) é escrito na forma
up —ul ™t Kre ul = out R ok .
A = A W) ( | A (4a)
k=0
ug:ltn) (n:O,l,,N), (4C)
UKI:T‘(tn) (n:O,l,...,N), (4d)

[e3

onde uf é a aproximacdo de u(w;,t,) pelo esquema (4a), w(k) = (=1)¥(3) e f = f(x;, t,). Mais
detalhes sobre sua forma matricial e implementagdo computacional podem ser encontrados em [10].
3 Estabilidade do método tipo Euler regressivo

Neste trabalho, apresentaremos uma proposta de anélise de estabilidade do método tipo Euler
regressivo usando o método de Fourier. Primeiramente, escrevemos (4a) como

uf =l e wk) (T - 207 ) + AL (5)

KreAtt—e

Ax?
Seja U!" a solugao aproximada do problema (4), definimos o erro de aproximagao

onde r :=
pr=ul=U" (i=12,...,M—1; n=0,1,...,N)

t
P" = [t o5, PR
Obtemos a seguinte equagao para o erro de arredondamento

n

pr=pl T Y wlk) (P — 200 4 ol ). (6)
k=0

Assumindo que a solugio da equagdo (6) tem a forma pl' = d, e/7*A% com j2 = —1 e o =
2mm/ L, ap06s substituir e reescrever os termos, obtemos

dy = dy—y — 47 sen’ ("?"’3) S wk)dnr. (7)

k=0

Para podermos provar a estabilidade de (7), a seguir enunciaremos alguns resultados encontra-
dos na literatura e que serao utilizados na demonstragcao.

Lema 3.1. Os coeficientes w(k) satisfazem as sequintes relagoes:

3

iw(k) =0,w(k) <0 para (k=1,2,...) e — Zw(k) < 1.

k=0 k=1

Demonstragao. Ver [4]. O
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Aplicando o Lema 3.1 em (7), temos

1+ar r
d, = —dp_1 — — k)dn— 8
1+7r ! 1—|—TZW( ) 4§ (8)
k=2
~ e 2 (cAx
onde 7 := 4rsen ( 5 )
Proposicdo 3.1. Suponha que d,, n = 1,2,...,N, sdo as solucées de (8), entdo temos que
|dn| < |do|, paran=1,2,...,N.

Demonstragao. A prova necessita o emprego da indugdo mateméatica. Quando n =1 em (8), temos

1+ ar
dy = —d .
1 1170
Note que 0 < a < 1e7 >0, o que nos leva a
1+ar
di| = — |do| < |do] .
| = 5 ol < 1do)
Supomos que |d;| < |do|, 1 =1,2,...,n—1 e aplicando o Lema 1, temos
1+ar E—
dn < 7~dn— T = k dn—
l S ol g Dbl
1+ ar T
< |t — k)| |d
< TR el >]|o|
k=2
1+ ar T -
= — — | — k) — d
1+7r Jr1—|—r< ;w() a>10|
= |dol .
O
Definimos a funcao p™ (n =1,2,..., N) na malha computacional

"a) = P, se xi—%<x§aﬁi+%,i:1,27...,M—1
p o 0, se 0<z<&foul-4t<az<lL,

que pode ser expandida em série de Fourier da seguinte forma

p"(x) = Z dp(m)e?2mme/E (n, = 1,2, ... N),

m=—0o0

onde .
dp(m) = —/ p"(x) eI2mme/L o
0

Introduzindo a norma

Mo 1/2 L , 1/2
o™l = (Aw ; o7 > = (/O " (@) dw) (9)
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5
e aplicando a identidade de Parseval
L [eS)
2
[ r@lae= 3 idum)P
0 m=—00
obtemos
o0
2
lp"l5 = lda(m)]*. (10)
m=—o0
Teorema 3.1. O método implicito tipo Euler regressivo (4) € incondicionalmente estdvel.
Demonstragao. Aplicando a Proposigdo 1 e usando (10), temos
o™l < ||6°]],, m=1,2,...,N,
o que prova ser o método tipo Euler regressivo (4) incondicionalmente estavel. ]

4 Experimentos numéricos

Nesta secao é apresentado um experimento numeérico que da suporte aos nossos resultados
teoricos. A funcio wu(z,t) = t'*¥exp(m(a — x)) & a solucdo encontrada para o problema (2),
relativa ao dominio (z,t) € [0, 1] x [0, 2], estando os dados usados descritos a seguir:

o flz,t) = ((1+ a)t* — 7T (a + 2)t) exp(m(a — 2));

o ¢(z)=0; I(t)=t"exp(na); r(t) =t exp(n(a—1)).

Os valores mostrados na Tabela 1 comprovam os resultados esperados pela anélise numérica,

com base na verificacdo da ordem calculada pela norma L2, visto que estes se equiparam aos do
método de Euler regressivo cléssico [9], quando aplicados a equagao de difusdo de ordem inteira.

Tabela 1: Erro na norma L? do método tipo Euler regressivo, Az = 1/400.

N ‘ a=0,2 ordem a=20,5 ordem a=20,8 ‘ ordem

25 | 4,2893 x 1073 4,0035 x 1072 2,4034 x 107!

50 | 2,1443 x 1073 | 1,0002 | 2,0031 x 1072 | 0,9990 | 1,2025 x 10~ | 0,9990
100 | 1,0687 x 10~3 | 1,0024 | 1,0009 x 10=2 | 1,0000 | 6,0119 x 10~2 | 0,9996
200 | 5,3102 x 10™* | 1,0046 | 4,9950 x 10~2 | 1,0009 | 3,0040 x 10~2 | 1,0000
400 | 2,6254 x 10~* | 1,0075 | 2,4888 x 1073 | 1,0019 | 1,4997 x 10~2 | 1,0006

As curvas da solugdo numérica apresentadas na Figura 1(a), com ¢ = 2 fixo, mostram o efeito
da derivada fracionaria para diferentes valores de o mantendo fixo o parametro de corregao 7.
Esses resultados confirmam que a derivada de Riemann-Liouville cumpre as propriedades 2 e 3
do critério de Ortigueira e Machado [11]. Na Figura 1(b) é feito essencialmente o contrario, para
t = 2, a ordem « é tornada fixa e é variado o pardmetro .

As Figuras 2(a) e 2(b) exibem os graficos de superficie do exemplo onde os valores para « foram
escolhidos como 0,1 e 0,9 e 7= 1.
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(a) Cortes com 7 =1 fixo e « variando. (b) Cortes com a = 0,5 fixo e 7 variando.

Figura 1: Cortes da solugdo numérica obtida pelo método explicito para ¢ = 2, considerando
Az =1/20 e At = 2/200. Fonte: Elaborada pelos autores.

U(x,t)
U(x,t)

(a) Quando a =0,1e7=1. (b) Quando o =0,9e 7 =1.

Figura 2: Solugdo numérica obtida pelo método explicito quando Az = 1/10 e At = 2/20. Fonte:
Elaborada pelos autores.

5 Consideracgoes Finais

Neste artigo apresentamos um esquema de aproximagao de diferencas implicitas, denominado
método tipo Euler regressivo, aplicado a uma equagao de difusao fracionéria temporal onde foi
considerado um parametro 7 de corre¢ao dimensional. O método de Fourier foi usado com éxito
para analisar a estabilidade do esquema numérico.

Os testes computacionais realizados confirmaram os resultados teéricos em relacao a estabi-
lidade do método numérico. As ordens exibidas na Tabela 1 sao compativeis com os resultados
da formulacao classica da equagao da difusao de derivadas de ordem inteira, e que nos inspirou a
sugerir o esquema aqui descrito.

Além disso, nossos resultados numéricos sugerem que a ordem da derivada fracionéria o aponta
para uma forte influéncia na modelagem, como jé esperado, e confirmado pelas Figuras 1 e 2. No
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entanto, a inser¢ao do pardmetro de corregao de dimensao 7 na modelagem gera novas possibilida-
des, mas também nos impoe lidar com um novo desafio, qual seja, um problema de otimizacao a ser
ainda formulado (e resolvido): como escolher o melhor valor para 77 Este certamente representa
uma importante diregdo na pesquisa, pois um suporte teérico também devera ser considerado,
conforme feito no estudo da estabilidade.
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