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Resumo. Neste artigo, apresentamos um estudo da análise de estabilidade para a generalização da
equação da difusão fracionária com coeficiente constante quando inserido o parâmetro de correção
dimensional τ no modelo. A abordagem numérica escolhida é um esquema implícito de diferenças
finitas, inspirado no método clássico de Euler regressivo. A derivada de ordem fracionária temporal
adotada na equação é a de Riemann-Liouville e é aproximada pelo operador de Grünwald-Letnikov.
A análise de estabilidade se conduz com a aplicação do método de Fourier nos permitindo mostrar
ser incondicionalmente estável o método implícito proposto. Um experimento numérico também é
apresentado com resultados exibidos a fim de comprovar as conclusões teóricas e a influência do
termo de correção dimensional.
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1 Introdução
As equações de difusão fracionária nos últimos anos atraíram considerável interesse por suas

aplicações em diversas áreas da ciência. Uma fração dessas aplicações se deve aos sistemas que apre-
sentam um comportamento anômalo superdifusivo ou subdifusivo, tais como difusão em plasmas
[2], transporte de fluidos em meios porosos [12], difusão em fractais [13], entre outras.

Nas últimas décadas, distintas formulações para derivadas de ordem fracionária foram propos-
tas [3]. Com isso, Ortigueira e Machado em 2015 propuseram um critério, composto por cinco
propriedades que um operador deve satisfazer para que possa ser chamado de derivada fracionária,
cf. [11]. Teodoro [8], em sua tese de doutorado, verificou se os operadores mais bem estabelecidos
na literatura podem ser classificados como um derivada fracionária segundo o critério de Ortigueira
e Machado.

Com todas essas propostas de derivadas fracionárias, existe uma grande necessidade de se propor
métodos numéricos para elas. Adaptações dos métodos consagrados para derivadas de ordem inteira
são propostas para as derivadas fracionárias mais disseminadas e utilizadas em aplicações como as
que já citamos anteriormente [6], [5].

A escolha apropriada da derivada fracionária passa por uma análise detalhada dos operadores e
sua adequação às características dos fenômenos estudados. Contudo, quando decidida a formulação
não basta aplicar a derivada fracionária ou substituir uma de ordem inteira pela não inteira. A
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abordagem fracionária implica considerar os ajustes necessários para manter a correta dimensão
das equações [7]. Desta forma, uma série de ajustes devem ser observados.

Neste artigo vamos nos ater à Equação da Difusão Fracionária (EDF) com derivada de ordem
não inteira segundo Riemann-Liouville que é definida da seguinte forma

RLD
α
a,tf(t) :=

1

Γ(m− α)

dm

dtm

∫ t

a

(t− s)m−α−1f(s)ds , (1)

sendo α > 0 a ordem da derivada fracionária e m seu teto inteiro que satisfaz m− 1 < α ≤ m.
O problema de valores iniciais e de contorno da EDF consiste em determinar a distribuição de

temperatura, a função u(x, t), tal que

∂u(x, t)

∂t
= RLD

α
0,t

(
Kτα

∂2u(x, t)

∂x2

)
+ f(x, t), 0 < x < L, 0 < t ≤ T, (2a)

u(x, 0) = ϕ(x), 0 ≤ x ≤ L, (2b)
u(0, t) = l(t), 0 ≤ t ≤ T, (2c)
u(L, t) = r(t), 0 ≤ t ≤ T, (2d)

onde 0 < α < 1 é a ordem da derivada fracionária; ϕ(x), l(t), r(t) e f(x, t) são funções suficiente-
mente regulares dadas.

A constante K em (2a) é conhecida como difusividade térmica, e esse parâmetro depende da
condutividade térmica κ, da densidade ρ e do calor específico do material Cp, isto é, K = κ/ρCp.
No sistema internacional (SI) tem unidade igual a [K] = [m2/s].

A adequação da equação da difusão de ordem inteira para a de ordem arbitrária gera um
desbalanceamento das dimensões e unidades. Assim, com base em [7] se aplica um novo parâmetro
τ em conjunto com a derivada fracionária como visto em (2a), sendo τ um parâmetro cuja unidade
é tempo, de modo que a equação fracionária (2a) preserve a consistência da dimensão. Dessa
forma, denominamos Kτα como o coeficiente da difusão fracionária.

2 Um método tipo Euler regressivo para EDF

Efetuamos uma abordagem numérica de (2) via método das diferenças finitas, sendo aplicado
o esquema baseado no de Euler regressivo. A malha computacional é definida por

xi := i∆x, i = 0, 1, 2, . . . ,M, L = M∆x;

e
tn := n∆t, n = 0, 1, 2, . . . , N, T = N∆t.

A derivada fracionária de Grünwald-Letnikov para uma função suficientemente regular u(t) é
equivalente à sua derivada fracionária no sentido de Riemann-Liouville [1]. A partir da definição
da derivada fracionária de Grünwald-Letnikov chegamos a

RLD
αu(t)
0,t ≈ 1

∆tα

n∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
u(tn−k). (3)

A expressão (3) é uma aproximação linear (de ordem 1) para qualquer α > 0 e esta é aplicada em
(2a) na derivada fracionária. As aproximações, diferença recuada (de ordem 1) e diferença centrada
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(de ordem 2), são aplicadas às derivadas de ordem inteira temporal e espacial, respectivamente.
Dessa forma, para i = 1, 2, . . . ,M − 1; n = 1, 2, . . . , N o problema (2) é escrito na forma

un
i − un−1

i

∆t
=

Kτα

∆tα

n∑
k=0

ω(k)

(
un−k
i−1 − 2un−k

i + un−k
i+1

∆x2

)
+ fn

i , (4a)

u0
i = ϕ(xi) (i = 0, 1, . . . ,M), (4b)

un
0 = l(tn) (n = 0, 1, . . . , N), (4c)

un
M = r(tn) (n = 0, 1, . . . , N), (4d)

onde un
i é a aproximação de u(xi, tn) pelo esquema (4a), ω(k) = (−1)k

(
α
k

)
e fn

i = f(xi, tn). Mais
detalhes sobre sua forma matricial e implementação computacional podem ser encontrados em [10].

3 Estabilidade do método tipo Euler regressivo
Neste trabalho, apresentaremos uma proposta de análise de estabilidade do método tipo Euler

regressivo usando o método de Fourier. Primeiramente, escrevemos (4a) como

un
i = un−1

i + r

n∑
k=0

ω(k)(un−k
i−1 − 2un−k

i + un−k
i+1 ) + ∆tfn

i , (5)

onde r :=
Kτα∆t1−α

∆x2
.

Seja Un
i a solução aproximada do problema (4), definimos o erro de aproximação

ρni = un
i − Un

i (i = 1, 2, . . . ,M − 1; n = 0, 1, . . . , N)

e
ρn :=

[
ρn1 , ρ

n
2 , . . . , ρ

n
M−1

]t
.

Obtemos a seguinte equação para o erro de arredondamento

ρni = ρn−1
i + r

n∑
k=0

ω(k)(ρn−k
i−1 − 2ρn−k

i + ρn−k
i+1 ). (6)

Assumindo que a solução da equação (6) tem a forma ρni = dn e
jσi∆x, com j2 = −1 e σ =

2πm/L, após substituir e reescrever os termos, obtemos

dn = dn−1 − 4r sen2
(
σ∆x

2

) n∑
k=0

ω(k)dn−k. (7)

Para podermos provar a estabilidade de (7), a seguir enunciaremos alguns resultados encontra-
dos na literatura e que serão utilizados na demonstração.

Lema 3.1. Os coeficientes ω(k) satisfazem as seguintes relações:

ω(0) = 1, ω(1) = −α,
∞∑
k=0

ω(k) = 0, ω(k) < 0 para (k = 1, 2, . . .) e −
n∑

k=1

ω(k) < 1.

Demonstração. Ver [4].

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 9, n. 1, 2022.

DOI: 10.5540/03.2022.009.01.0317 010317-3 © 2022 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2022.009.01.0317


4

Aplicando o Lema 3.1 em (7), temos

dn =
1 + αr̃

1 + r̃
dn−1 −

r̃

1 + r̃

n∑
k=2

ω(k)dn−k (8)

onde r̃ := 4r sen2
(
σ∆x
2

)
.

Proposição 3.1. Suponha que dn, n = 1, 2, . . . , N , são as soluções de (8), então temos que
|dn| ≤ |d0|, para n = 1, 2, . . . , N .

Demonstração. A prova necessita o emprego da indução matemática. Quando n = 1 em (8), temos

d1 =
1 + αr̃

1 + r̃
d0 .

Note que 0 < α < 1 e r̃ > 0, o que nos leva a

|d1| =
1 + αr̃

1 + r̃
|d0| ≤ |d0| .

Supomos que |dl| ≤ |d0|, l = 1, 2, . . . , n− 1 e aplicando o Lema 1, temos

|dn| ≤ 1 + αr̃

1 + r̃
|dn−1|+

r̃

1 + r̃

n∑
k=2

|ω(k)||dn−k|

≤

[
1 + αr̃

1 + r̃
+

r̃

1 + r̃

n∑
k=2

|ω(k)|

]
|d0|

=

[
1 + αr̃

1 + r̃
+

r̃

1 + r̃

(
−

n∑
k=1

ω(k)− α

)]
|d0|

= |d0| .

Definimos a função ρn (n = 1, 2, . . . , N) na malha computacional

ρn(x) =

{
ρni , se xi − ∆x

2 < x ≤ xi +
∆x
2 , i = 1, 2, . . . ,M − 1

0, se 0 ≤ x ≤ ∆x
2 ou L− ∆x

2 < x ≤ L,

que pode ser expandida em série de Fourier da seguinte forma

ρn(x) =

∞∑
m=−∞

dn(m) ej2πmx/L (n = 1, 2, . . . , N),

onde

dn(m) =
1

L

∫ L

0

ρn(x) ej2πmx/L dx.

Introduzindo a norma

∥ρn∥2 =

(
∆x

M−1∑
i=1

|ρni |
2

)1/2

=

(∫ L

0

|ρn(x)|2 dx

)1/2

(9)

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 9, n. 1, 2022.

DOI: 10.5540/03.2022.009.01.0317 010317-4 © 2022 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2022.009.01.0317


5

e aplicando a identidade de Parseval∫ L

0

|ρn(x)|2 dx =

∞∑
m=−∞

|dn(m)|2,

obtemos

∥ρn∥22 =

∞∑
m=−∞

|dn(m)|2. (10)

Teorema 3.1. O método implícito tipo Euler regressivo (4) é incondicionalmente estável.

Demonstração. Aplicando a Proposição 1 e usando (10), temos

∥ρn∥2 ≤
∥∥ρ0∥∥

2
, n = 1, 2, . . . , N,

o que prova ser o método tipo Euler regressivo (4) incondicionalmente estável.

4 Experimentos numéricos

Nesta seção é apresentado um experimento numérico que dá suporte aos nossos resultados
teóricos. A função u(x, t) = t1+α exp(π(α − x)) é a solução encontrada para o problema (2),
relativa ao domínio (x, t) ∈ [0, 1]× [0, 2], estando os dados usados descritos a seguir:

• f(x, t) =
(
(1 + α)tα − π2Γ(α+ 2)t

)
exp(π(α− x));

• ϕ(x) = 0; l(t) = t1+α exp(πα); r(t) = t1+α exp(π(α− 1)).

Os valores mostrados na Tabela 1 comprovam os resultados esperados pela análise numérica,
com base na verificação da ordem calculada pela norma L2, visto que estes se equiparam aos do
método de Euler regressivo clássico [9], quando aplicados à equação de difusão de ordem inteira.

Tabela 1: Erro na norma L2 do método tipo Euler regressivo, ∆x = 1/400.
N α = 0, 2 ordem α = 0, 5 ordem α = 0, 8 ordem

25 4, 2893× 10−3 4, 0035× 10−2 2, 4034× 10−1

50 2, 1443× 10−3 1,0002 2, 0031× 10−2 0,9990 1, 2025× 10−1 0,9990
100 1, 0687× 10−3 1,0024 1, 0009× 10−2 1,0000 6, 0119× 10−2 0,9996
200 5, 3102× 10−4 1,0046 4, 9950× 10−3 1,0009 3, 0040× 10−2 1,0000
400 2, 6254× 10−4 1,0075 2, 4888× 10−3 1,0019 1, 4997× 10−2 1,0006

As curvas da solução numérica apresentadas na Figura 1(a), com t = 2 fixo, mostram o efeito
da derivada fracionária para diferentes valores de α mantendo fixo o parâmetro de correção τ .
Esses resultados confirmam que a derivada de Riemann-Liouville cumpre as propriedades 2 e 3
do critério de Ortigueira e Machado [11]. Na Figura 1(b) é feito essencialmente o contrário, para
t = 2, a ordem α é tornada fixa e é variado o parâmetro τ .

As Figuras 2(a) e 2(b) exibem os gráficos de superfície do exemplo onde os valores para α foram
escolhidos como 0, 1 e 0, 9 e τ = 1.
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(a) Cortes com τ = 1 fixo e α variando. (b) Cortes com α = 0, 5 fixo e τ variando.

Figura 1: Cortes da solução numérica obtida pelo método explícito para t = 2, considerando
∆x = 1/20 e ∆t = 2/200. Fonte: Elaborada pelos autores.

(a) Quando α = 0, 1 e τ = 1. (b) Quando α = 0, 9 e τ = 1.

Figura 2: Solução numérica obtida pelo método explícito quando ∆x = 1/10 e ∆t = 2/20. Fonte:
Elaborada pelos autores.

5 Considerações Finais

Neste artigo apresentamos um esquema de aproximação de diferenças implícitas, denominado
método tipo Euler regressivo, aplicado a uma equação de difusão fracionária temporal onde foi
considerado um parâmetro τ de correção dimensional. O método de Fourier foi usado com êxito
para analisar a estabilidade do esquema numérico.

Os testes computacionais realizados confirmaram os resultados teóricos em relação à estabi-
lidade do método numérico. As ordens exibidas na Tabela 1 são compatíveis com os resultados
da formulação clássica da equação da difusão de derivadas de ordem inteira, e que nos inspirou a
sugerir o esquema aqui descrito.

Além disso, nossos resultados numéricos sugerem que a ordem da derivada fracionária α aponta
para uma forte influência na modelagem, como já esperado, e confirmado pelas Figuras 1 e 2. No
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entanto, a inserção do parâmetro de correção de dimensão τ na modelagem gera novas possibilida-
des, mas também nos impõe lidar com um novo desafio, qual seja, um problema de otimização a ser
ainda formulado (e resolvido): como escolher o melhor valor para τ? Este certamente representa
uma importante direção na pesquisa, pois um suporte teórico também deverá ser considerado,
conforme feito no estudo da estabilidade.
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