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Resumo. Neste trabalho, propomos uma versão inexata do algoritmo de ponto proximal inercial
para diferença de funções convexas em variedades de Hadamard. Em cada subproblema resolvemos
a condição de otimalidade de primeira ordem de forma aproximada, porém controlada por um erro.
Sob condições razoáveis provamos que todo ponto de acumulação da sequência é um ponto crítico
da função objetivo.
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1 Introdução
Neste artigo, estamos interessados em encontrar soluções (pontos críticos) de problemas de

otimização DC em variedades de Hadamard. Esse problema é denotado da seguinte forma:

min
x∈M

f(x), com f(x) = g(x)− h(x), (1)

onde g, h :M → R são funções convexas continuamente diferenciáveis e inf
x∈M

f(x) > −∞.

O interesse pela teoria das funções DC aumentou muito nos últimos anos. No cenário eucli-
diano, existem muitos trabalhos dedicados a teoria das funções DC em diferentes contextos, veja
por exemplo [3, 4, 8, 13] e referências contidas neles. No contexto Riemanniano, recentemente,
Almeida et al. [1], Andrade et al. [2], e Souza e Oliveira [12] propuseram algoritmos para resol-
ver o problema de encontrar pontos críticos da função objetivo f . Alguns trabalhos propuseram
melhorias computacionais para resolver (1), veja por exemplo [1–4, 12].

O objetivo deste artigo é apresentar uma versão inexata do método do ponto proximal inercial
para funções DC(IDCPPA) em variedades de Hadamard para resolver (1), considerado em Andrade
et al. [2]. De um modo geral as versões inexatas de algoritmos de ponto proximal tendem a ser
mais eficazes computacionalmente como observado por Rockafellar em [9], onde é proposto um
algoritmo de ponto proximal inexato para encontrar zeros de operadores monótonos em espaços de
Hilbert. Assim, alguns pesquisadores concentraram sua atenção nos algoritmos de pontos proximais
inexatos, como Rockafellar [9], Solodov e Svaiter [11] e referências contidas neles.

Considerar versões inexatas em variedades Riemannianas tem uma importância maior, pois
algoritmos de pontos proximais em variedades Riemannianas são métodos implícitos em essência,
o custo de resolver os subproblemas exatos é bastante caro a cada etapa da iteração. Por isso para
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ter um melhor desempenho computacional é importante considerar versões inexatas de métodos
de ponto proximal, como feito em [12, 14, 16].

Este artigo está organizado da seguinte forma. Na Seção 2, apresentamos algumas notações,
conceitos básicos e resultados de otimização em variedades Riemannianas que serão usados ao longo
do artigo. Na seção 3 apresentamos o algoritmo do ponto proximal inercial inexato para funções
DC e analisamos suas propriedades de convergência. Por fim, na seção 4 apresentamos algumas
considerações finais.

2 Preliminares
Ao longo deste artigo, M será uma variedade de Hadamard, isto é, M denota uma variedade

Riemanniana n−dimensional completa, simplesmente conexa de curvatura seccional não positiva,
com a função distância d : M × M → R. As notações, conceitos e resultados preliminares de
geometria Riemanniana usados ao longo deste artigo podem ser encontrados em Sakai [10], Souza
e Oliveira [12] e Udriste [15].

Seja p ∈M um ponto arbitrário, o espaço tangente de M em p é denotado por TpM e o fibrado
tangente de M é dado por TM = ∪p∈MTpM , que é naturalmente uma variedade. Para qualquer
x ∈ M podemos definir a inversa da aplicação exponencial exp−1

x : M → TxM que é C∞. Sendo
d(x, x′) = ∥ exp−1

x′ x∥, a aplicação ρx′ : M → R definida por ρx′(x) = 1
2d

2(x, x′) é C∞ e seu
gradiente em x é grad ρx′(x) = − exp−1

x′ x; veja Sakai [10, Proposição 4.8 pagina 108].
Lembramos que um triângulo geodésico △(p1, p2, p3) de uma variedade Riemanniana é um

conjunto que consiste em três pontos p1, p2 e p3 chamados vértices e três geodésicas mínimas
γi : [0, li] → M ligando esses três pontos. O ângulo αi := ∠(γ

′

i(0),−γ
′

i−1(li−1)) é chamado ângulo
interno do vértice correspondente.

Teorema 2.1. (Teorema da Comparação para Triângulos) Seja △(p1, p2, p3) um triângulo geodé-
sico. Denote, para cada i = 1, 2, 3, por γi : [0, li] → M a geodésica ligando pi a pi+1, li = L(γi) e
αi := ∠(γ

′

i(0),−γ
′

i−1(li−1)). Então, α1 + α2 + α3 ≤ π e

l2i + l2i+1 − 2lili+1 cosαi+1 ≤ l2i−1. (2)

Em termos de distância e a aplicação exponencial, a desigualdade (2) pode ser reescrita como

d2(pi, pi+1) + d2(pi+1, pi+2)− 2⟨exp−1
pi+1

pi, exp
−1
Pi+1

pi+2⟩ ≤ d2(pi−1, pi),

sendo ⟨exp−1
p+1 pi, exp

−1
p+1 pi+2⟩ = d(pi+1, pi)d(pi+1, pi+2) cosαi+1.

Demonstração. Veja [10, Proposição 4.5 página 223].

Usando as propriedades do transporte paralelo e da aplicação exponencial, obtemos a seguinte
proposição que será usada com frequência na convergência do método.

Proposição 2.1. Seja M uma variedade de Hadamard. Sejam x, y ∈ M e {xk}, {yk} ⊂ M tais
que xk → x e yk → y. Então, as seguintes condições são válidas:

(i) Para todo z ∈M , temos exp−1
xk z → exp−1

x z e exp−1
z xk → exp−1

z x.

(ii) Se υk ∈ TxkM e υk → υ, então υ ∈ TxM .

(iii) Para todo u ∈ TxM , a função F : M → TM definida por F (z) = Pz,xu para cada z ∈ M é
contínua em M .

(iv) exp−1
yk x

k → exp−1
y x.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 9, n. 1, 2022.

DOI: 10.5540/03.2022.009.01.0315 010315-2 © 2022 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2022.009.01.0315


3

Demonstração. Veja [5, Lema 1.1].

Uma função f : M → R é convexa se, para todo segmento de geodésica γ : [a, b] → M ligando
p a q em M , a composição f ◦ γ : [a, b] → R é convexa, isto é,

f(γ(t)) = (f ◦ γ)((1− t)s1 + ts2) ≤ (1− t)(f ◦ γ)(s1) + (f ◦ γ)(s2),

para todo t ∈ [0, 1] e quaisquer s1, s2 ∈ [a, b], tal que γ(a) = p e γ(b) = q. Se a desigualdade acima
for estrita para s1 ̸= s2, então f é estritamente convexa. A função f :M → R é fortemente convexa
se existir uma constante positiva m, para todo segmento de geodésica γ : [a, b] →M ligando p a q
em M , a composição f ◦ γ : [a, b] → R é fortemente convexa, isto é,

f(γ(t)) = (f ◦ γ)((1− t)s1 + ts2) ≤ (1− t)(f ◦ γ)(s1) + (f ◦ γ)(s2)−
m

2
∥γ′(t)∥(1− t)t

para todo t ∈ [0, 1] e quaisquer s1, s2 ∈ [a, b], tal que γ(a) = p e γ(b) = q.
Seja f :M → R uma função convexa. O subdiferencial de f em x ∈M é definido por

∂f(x) = {u ∈ TxM ; ⟨u, exp−1
x y⟩ ≤ f(y)− f(x),∀y ∈M}.

O vetor u ∈ ∂f(x) é chamado o subgradiente de f em x. Em particular, se f é diferenciável, então
∂f(x) = {grad f(x)} para todo x ∈ M e f : M → R é convexa se, e somente se, f(expp v) ≥
f(p) + ⟨grad f(p), v⟩, ∀p ∈M, ∀v ∈ TpM ; ver por exemplo Andrade et al. [2].

Proposição 2.2. Seja {xk} uma sequência limitada em M . Se a sequência {vk} é tal que vk ∈
∂f(xk) para cada k ∈ N, então {vk} é também limitada.

Demonstração. Veja [6, Proposição 3.2].

3 Algoritmo ponto proximal inercial inexato

Nesta seção, apresentaremos uma versão inexata do algoritmo de ponto proximal inercial para
funções DC em variedades de Hadamard proposto por Andrade et al. [2].

Sem perda de generalidade podemos supor a seguinte hipótese sobre a componente DC h em
(1):

(H): A função h é fortemente convexa emM com parâmetro ρ > 0, ou seja, para cada v ∈ ∂h(x),
temos que

h(y) ≥ h(x) + ⟨v, exp−1
x y⟩+ ρ

2
d2(x, y), ∀x, y ∈M.

Com efeito, se não é válida (H) para uma certa função DC f = φ − ϕ podemos obter outra
decomposição DC de f satisfazendo a condição (H) adicionando uma função fortemente convexa
arbitrária ψ : M → R às funções componentes, ou seja, f = g − h com g = φ + ψ e h = ϕ + ψ.
Podendo sempre tomar ψ(·) = 1

2d
2(·, y), que é uma função fortemente convexa pelo Corolário 3.1

em Cruz Neto [7].
A seguir, definiremos uma versão inexata do algoritmo IDCPPA proposto por Andrade et

al. [2].
Algoritmo 1: IDCPPA Inexato

Passo 1: Dados um ponto inicial x0 ∈ M , γk ∈ [0, ρ2 ) e uma sequência limitada de números
positivos {µk} tal que 0 < a ≤ µk ≤ b. Defina x−1 = x0.
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Passo 2: Dado xk ∈M , defina dk = γk exp
−1
xk x

k−1. Defina

yk = expxk µk(w
k + dk), com wk = grad h(xk). (3)

Passo 3: Encontre xk+1 ∈M e ek+1 ∈ Txk+1M tais que

ek+1 = grad g(xk+1)− 1

µk
exp−1

xk+1 y
k, (4)

onde ∥ek+1∥ ≤ ηd(xk+1, xk) e η ∈ [0, 1b ).
Passo 4: Se xk+1 = xk e dk = 0, pare. Caso contrário, faça k := k + 1 e retorne ao Passo 2.

Observe que se η = 0, obtemos ek+1 = 0. Assim, (4) se torna 0 = grad g(xk+1)− 1
µk

exp−1
xk+1 y

k

equivalente a

xk+1 = arg min
x∈M

{g(x) + 1

2µk
d2(x, yk)}.

Com isso, o Algoritmo 1 coincide com o Algoritmo IDCPPA em Andrade et al. [2].
A partir de agora, consideramos {xk} a sequência gerada pelo Algoritmo 1.

Proposição 3.1. Suponha que o Algoritmo 1 termine na iteração k, então xk é um ponto crítico
de f .

Demonstração. De (3) e (4), temos que 1
µk

exp−1
xk y

k − dk = grad h(xk) e ek+1 + 1
µk

exp−1
xk+1 y

k =

grad g(xk+1). Assim, se xk+1 = xk e dk = 0, segue que ek+1 = 0. Então,

1

µk
exp−1

xk y
k = grad h(xk) e

1

µk
exp−1

xk y
k = grad g(xk).

Portanto, grad f(xk) = grad g(xk)− grad h(xk) = 0, isto é, xk é um ponto crítico de f .

3.1 Análise de Convergência

Tendo em vista a Proposição 3.1, assumimos que xk+1 ̸= xk para todo k ∈ N, caso contrário, o
algoritmo retorna um ponto crítico da função objetivo f . Além disso, iremos assumir que (1) tem
solução, isto é, S = {x ∈M ; grad f(x) = 0} o conjunto dos pontos críticos de f é não vazio.

A seguinte proposição desempenha um papel importante na análise de convergência do Algo-
ritmo 1.

Proposição 3.2. Suponha que a hipótese (H) é satisfeita. Então a seguinte desigualdade é válida:

f(xk+1) +

(
1− ηb

b
+
ρ

4

)
d2(xk+1, xk) ≤ f(xk) +

ρ

4
d2(xk, xk−1), ∀k ∈ N.

Demonstração. De (3), temos que 1
µk

exp−1
xk y

k − dk = wk = grad h(xk). Por (H), segue que

h(xk+1) ≥ h(xk) + ⟨ 1

µk
exp−1

xk y
k − dk, exp−1

xk x
k+1⟩+ ρ

2
d2(xk, xk+1). (5)

Usando agora (4), temos ek+1+ 1
µk

exp−1
xk+1 y

k = grad g(xk+1). Então, pela convexidade de g, temos

g(xk) ≥ g(xk+1) + ⟨ek+1 +
1

µk
exp−1

xk+1 y
k, exp−1

xk+1 x
k⟩. (6)
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Somando (5) e (6), obtemos

f(xk)− f(xk+1) + ⟨dk, exp−1
xk x

k+1⟩ ≥

≥ 1
µk

[⟨exp−1
xk y

k, exp−1
xk x

k+1⟩+ ⟨exp−1
xk+1 y

k, exp−1
xk+1 x

k⟩] + ⟨ek+1, exp−1
xk+1 x

k⟩+ ρ
2d

2(xk+1, xk).

(7)
Como provado em [2, Lema 3.1] usando o Teorema de Comparação de Triângulos, temos que

d2(xk+1, xk) ≤ ⟨exp−1
xk y

k, exp−1
xk x

k+1⟩+ ⟨exp−1
xk+1 y

k, exp−1
xk+1 x

k⟩. (8)

Usando (8) em (7), segue que

⟨ek+1, exp−1
xk+1 x

k⟩+ (
1

µk
+
ρ

2
)d2(xk+1, xk) ≤ f(xk)− f(xk+1) + ⟨dk, exp−1

xk x
k+1⟩.

Sendo γk ∈ [0, ρ2 ) e ⟨dk, exp−1
xk x

k+1⟩ ≤ γk

2 d
2(xk, xk−1)+ γk

2 d
2(xk+1, xk)(veja [2, Lema 3.1]), obtemos

⟨ek+1, exp−1
xk+1 x

k⟩+
(

1

µk
+
ρ

2

)
d2(xk+1, xk) ≤ f(xk)− f(xk+1) +

ρ

4
d2(xk, xk−1) +

ρ

4
d2(xk+1, xk).

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

−∥ek+1∥d(xk+1, xk) +

(
1

µk
+
ρ

4

)
d2(xk+1, xk) ≤ f(xk)− f(xk+1) +

ρ

4
d2(xk, xk−1).

De ∥ek+1∥ ≤ ηd(xk+1, xk) e 0 < µk ≤ b, chegamos a desigualdade procurada(
1− ηb

b
+
ρ

4

)
d2(xk+1, xk) ≤ f(xk)− f(xk+1) +

ρ

4
d2(xk, xk−1).

Proposição 3.3. Suponha que a hipótese (H) é satisfeita. Então lim
k→∞

d(xk+1, xk) = 0.

Demonstração. Pelo Proposição 3.2, temos(
1− ηb

b

) n∑
k=0

d2(xk+1, xk) ≤
n∑

k=0

[(
f(xk) +

ρ

4
d2(xk, xk−1)

)
−

(
f(xk+1) +

ρ

4
d2(xk+1, xk)

)]

= f(x0)−
(
f(xn+1) + ρ

4d
2(xn+1, xn)

)
.

Sendo ρ
4d

2(xn+1, xn) ≥ 0, segue que(
1− ηb

b

) n∑
k=0

d2(xk+1, xk) ≤ f(x0)− f(xn+1).

Sendo f limitada inferiormente, obtemos(
1− ηb

b

) ∞∑
k=0

d2(xk+1, xk) ≤ f(x0)− lim
n→∞

f(xn+1) ≤ f(x0)− inf
x∈M

f(x) < +∞.

Logo, lim
k→∞

d(xk+1, xk) = 0, pois
1− ηb

b
> 0.
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Observe que no Algoritmo 1, pela Proposição 2.2, se {xk} é limitada, então {wk} também é
limitada. Como a aplicação exponencial é um difeomorfismo, também temos que {dk} e {yk} são
limitadas.

Teorema 3.1. Suponha que a hipótese (H) é satisfeita e {xk} é limitada. Então todo ponto de
acumulação de {xk} é ponto crítico de f .

Demonstração. Sejam x e y pontos de acumulação de {xk} e {yk}, respectivamente. Então, con-
sidere duas subsequências {xkj} e {ykl} convergindo respectivamente para x e y, isto é, xkj → x e
ykl → y. Como {µkj

} é limitada, podemos assumir sem perda de generalidade que µkj
→ µ.

Segue da Proposição 3.3 que xkj+1 → x, xkj−1 → x e ekj+1 → 0. Por (3), temos que

1

µkj

exp−1

xkj
ykj − dkj = grad h(xkj ).

Pela Proposição 2.1 e sendo h continuamente diferenciável, obtemos

1

µ
exp−1

x y = grad h(x). (9)

Analogamente, por (4), temos que

ekj+1 +
1

µkj

exp−1

xkj+1 y
kj = grad g(xkj+1).

Usando a Proposição 2.1 e o fato que g é continuamente diferenciável, segue que

1

µ
exp−1

x y = grad g(x). (10)

Sendo grad f(x) = grad g(x)− grad h(x), segue de (9) e (10) que

grad f(x) = 0.

Portanto, x é ponto crítico de f .

4 Considerações Finais
Neste artigo, consideramos um método de ponto proximal inercial inexato para calcular pontos

críticos das funções DC (suaves) em variedades de Hadamard. Futuramente iremos analisar a
eficácia computacional do método proposto com outros métodos. Além disso, iremos considerar
uma versão não diferenciável do método proposto.
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