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Resumo. Neste trabalho, propomos uma versao inexata do algoritmo de ponto proximal inercial
para diferenca de fungdes convexas em variedades de Hadamard. Em cada subproblema resolvemos
a condicao de otimalidade de primeira ordem de forma aproximada, porém controlada por um erro.
Sob condigoes razoaveis provamos que todo ponto de acumulagdo da sequéncia é um ponto critico
da fungao objetivo.
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1 Introducao

Neste artigo, estamos interessados em encontrar solugoes (pontos criticos) de problemas de
otimizagao DC em variedades de Hadamard. Esse problema é denotado da seguinte forma:

min f(z), com f(z) = g(x) — h(z), (1)

xzeM

onde g,h : M — R sa@o fungoes convexas continuamente diferenciaveis e in{/f f(z) > —o0.
e

O interesse pela teoria das fungbes DC aumentou muito nos ultimos anos. No cenario eucli-
diano, existem muitos trabalhos dedicados a teoria das fungoes DC em diferentes contextos, veja
por exemplo [3, 4, 8, 13] e referéncias contidas neles. No contexto Riemanniano, recentemente,
Almeida et al. [1], Andrade et al. [2], e Souza e Oliveira [12] propuseram algoritmos para resol-
ver o problema de encontrar pontos criticos da fungao objetivo f. Alguns trabalhos propuseram
melhorias computacionais para resolver (1), veja por exemplo [1-4, 12].

O objetivo deste artigo é apresentar uma versao inexata do método do ponto proximal inercial
para fungdes DC(IDCPPA) em variedades de Hadamard para resolver (1), considerado em Andrade
et al. [2]. De um modo geral as versoes inexatas de algoritmos de ponto proximal tendem a ser
mais eficazes computacionalmente como observado por Rockafellar em [9], onde é proposto um
algoritmo de ponto proximal inexato para encontrar zeros de operadores monétonos em espagos de
Hilbert. Assim, alguns pesquisadores concentraram sua atengao nos algoritmos de pontos proximais
inexatos, como Rockafellar [9], Solodov e Svaiter [11] e referéncias contidas neles.

Considerar versoes inexatas em variedades Riemannianas tem uma importancia maior, pois
algoritmos de pontos proximais em variedades Riemannianas sao métodos implicitos em esséncia,
o custo de resolver os subproblemas exatos é bastante caro a cada etapa da iteragao. Por isso para
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ter um melhor desempenho computacional é importante considerar versoes inexatas de métodos
de ponto proximal, como feito em [12, 14, 16].

Este artigo esta organizado da seguinte forma. Na Sec@o 2, apresentamos algumas notagoes,
conceitos basicos e resultados de otimizagao em variedades Riemannianas que serao usados ao longo
do artigo. Na secao 3 apresentamos o algoritmo do ponto proximal inercial inexato para fungoes
DC e analisamos suas propriedades de convergéncia. Por fim, na secao 4 apresentamos algumas
consideracoes finais.

2 Preliminares

Ao longo deste artigo, M sera uma variedade de Hadamard, isto é, M denota uma variedade
Riemanniana n—dimensional completa, simplesmente conexa de curvatura seccional nao positiva,
com a funcdo distancia d : M x M — R. As notagoes, conceitos e resultados preliminares de
geometria Riemanniana usados ao longo deste artigo podem ser encontrados em Sakai [10], Souza
e Oliveira [12] e Udriste [15].

Seja p € M um ponto arbitrario, o espaco tangente de M em p é denotado por T, M e o fibrado
tangente de M é dado por TM = Upecn T, M, que é naturalmente uma variedade. Para qualquer
x € M podemos definir a inversa da aplicagdo exponencial exp; ! : M — T, M que é C*. Sendo
d(z,2') = ||exp,,' z|, a aplicagio p, : M — R definida por p,/(z) = 1d?(z,2') ¢ C* e seu
gradiente em x é grad p,(x) = — exp;,1 x; veja Sakai [10, Proposigao 4.8 pagina 108].

Lembramos que um tridngulo geodésico A(p1,p2,p3) de uma variedade Riemanniana é um
conjunto que consiste em trés pontos pi,ps € ps chamados vértices e trés geodésicas minimas
~i + [0,1;] = M ligando esses trés pontos. O angulo o := Z(7,(0), =;_,(li—1)) é chamado dngulo
interno do vértice correspondente.

Teorema 2.1. (Teorema da Comparacao para Tridngulos) Seja A(p1, p2, ps) um tridngulo geodé-
sico. Denote, para cada i = 1,2,3, por 7; : [0,l;] = M a geodésica ligando p; a pi+1, l; = L(v;) e
a; 1= Z£(7;(0), =v;_1(li=1)). Entdo, a1 +as+as <7 e

l? + I?H — 2Ll cos iy < l?ﬁl. (2)
Em termos de distancia e a aplicagdo exponencial, a desigualdade (2) pode ser reescrita como
& (pi, pis1) + A (i1, Pita) — 2(expy,.}, Pisexpp | Piva) < d*(pie1,pi),
sendo (exp;jl Di, EXP;h Piv2) = d(pit1,pi)d(pit1, Pit2) COS Aiy1.
Demonstragao. Veja [10, Proposigao 4.5 pagina 223]. O

Usando as propriedades do transporte paralelo e da aplicagao exponencial, obtemos a seguinte
proposigao que sera usada com frequéncia na convergéncia do método.

Proposicao 2.1. Seja M uma variedade de Hadamard. Sejam z,y € M e {x*}, {y*} € M tais
que ¥ — = e y* — y. Entdo, as sequintes condigoes sao vdlidas:

k— exp;la.

i) Para todo z € M, temos exp ' z — exp; 'z e exp,lx
xr xT 4
(i) Se v € Ty M e v* — v, entio v € T, M.

(#ii) Para todo u € Ty M, a fungdo F : M — TM definida por F(z) = P, yu para cada z € M é
continua em M.

(iv) exp;kl ab — exp, .
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Demonstragao. Veja [5, Lema 1.1]. O

Uma fungdo f: M — R é convexa se, para todo segmento de geodésica v : [a,b] — M ligando
paqem M, a composicao f o~ :[a,b] — R é convexa, isto &,

FO®) = (fen((X =t)s1 +ts2) < (1 =) (f o) (s1) + (F o 7)(s2),

para todo t € [0, 1] e quaisquer s1, s2 € [a,b], tal que v(a) = p e y(b) = ¢. Se a desigualdade acima
for estrita para s; # so, entao f é estritamente convexa. A funcao f : M — R é fortemente convexa
se existir uma constante positiva m, para todo segmento de geodésica v : [a,b] — M ligando p a ¢
em M, a composi¢do f o~ : [a,b] — R é fortemente convexa, isto é,

fOr@) = (f o) ((1 =t)s1 +ts2) < (1 =1)(f 0 7)(s1) + (f 07)(s2) — %IW(t)Il(l —t)t

para todo ¢ € [0,1] e quaisquer s1, s2 € [a,b], tal que y(a) =p e y(b) = q.
Seja f : M — R uma fungao convexa. O subdiferencial de f em x € M é definido por

Of(x) ={u € ToM; (u,exp, ' y) < f(y) — f(x),Vy € M}.

O vetor u € df(x) é chamado o subgradiente de f em z. Em particular, se f & diferenciavel, entao
df(x) = {grad f(z)} para todo x € M e f: M — R & convexa se, e somente se, f(exp,v) >
f(p) + (grad f(p),v), Vp € M, Yv € T,,M; ver por exemplo Andrade et al. [2].

Proposicao 2.2. Seja {xF} uma sequéncia limitada em M. Se a sequéncia {v*} ¢ tal que v* €
f(x*) para cada k € N, entdo {vk} ¢ também limitada.

Demonstragao. Veja [6, Proposicao 3.2]. O

3 Algoritmo ponto proximal inercial inexato

Nesta secao, apresentaremos uma versao inexata do algoritmo de ponto proximal inercial para
fungoes DC em variedades de Hadamard proposto por Andrade et al. [2].

Sem perda de generalidade podemos supor a seguinte hipotese sobre a componente DC h em
(1):
(H): A fungao h é fortemente convexa em M com pardmetro p > 0, ou seja, para cada v € dh(x),
temos que

h(y) 2 he) + (v,exp; " y) + Sd(wy), Va,y € M.

Com efeito, se nao é valida (H) para uma certa fungdo DC f = ¢ — ¢ podemos obter outra
decomposigdo DC de f satisfazendo a condigdo (H) adicionando uma funcdo fortemente convexa
arbitraria 1 : M — R as fungdes componentes, ou seja, f = g—hcom g=@p+1 e h = ¢+ 1.
Podendo sempre tomar ¢(-) = %dQ(-, y), que é€ uma fungao fortemente convexa pelo Corolario 3.1
em Cruz Neto [7].

A seguir, definiremos uma versdo inexata do algoritmo IDCPPA proposto por Andrade et
al. [2].

Algoritmo 1: IDCPPA Inexato

Passo 1: Dados um ponto inicial 20 € M, ~; € [0, £) e uma sequeéncia limitada de ntmeros
positivos {px} tal que 0 < a <y < b. Defina 271 = 2°.
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Passo 2: Dado z* € M, defina d* = v, exp_,! 2", Defina

y* = exp i (W 4+ d¥), com w* = grad h(z"). (3)

Passo 3: Encontre zFt! € M e eFt! € T, M tais que

k+

eF 1 = grad g(2"th) —

1 -1 k
ﬁ €XPr+1 Y s (4)

onde [|e" ]| < pd(z* Tt 2F) e n e [0, §).
Passo 4: Se zFt! = zF ¢ d* = 0, pare. Caso contrario, faca k := k + 1 e retorne ao Passo 2.

1

Observe que se 17 = 0, obtemos e+ = 0. Assim, (4) se torna 0 = grad g(z**1) — ™ eXp;,cl+1 y*
equivalente a

1
k+1 _ . d2 k )
T arg gﬁglj\r}{g(w) + 2 (z,y")}

Com isso, o Algoritmo 1 coincide com o Algoritmo IDCPPA em Andrade et al. [2].
A partir de agora, consideramos {z*} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 1.

k

Proposigao 3.1. Suponha que o Algoritmo 1 termine na iteracao k, entao x* € um ponto critico

de f.

1
Hi
grad g(z**1). Assim, se 2*T! = 2* e d¥ = 0, segue que ! = 0. Entdo,

Demonstragao. De (3) e (4), temos que exp;k1 y* — d*¥ = grad h(z¥) e eFH1 + ﬁk exp;kl+1 yk =

1 1

1
— exp_, y* =grad h(z¥) e — eXp;k1 y* = grad g(z*).
Mk ek

Portanto, grad f(z*) = grad g(z*) — grad h(z*) = 0, isto é, ¥ é um ponto critico de f. O

3.1 Analise de Convergéncia

Tendo em vista a Proposicdo 3.1, assumimos que z*+! # 2* para todo k € N, caso contrario, o
algoritmo retorna um ponto critico da fungao objetivo f. Além disso, iremos assumir que (1) tem
solugdo, isto &, S = {x € M;grad f(x) = 0} o conjunto dos pontos criticos de f é nao vazio.

A seguinte proposi¢do desempenha um papel importante na analise de convergéncia do Algo-
ritmo 1.

Proposicao 3.2. Suponha que a hipdtese (H) € satisfeita. Entao a sequinte desigualdade é vdlida:

Pkt (E50 4 8) @) < 1) + BBt et ), ke

b 4
Demonstragao. De (3), temos que ;le exp;k1 y* — d* = wk = grad h(z*). Por (H), segue que

1
M) > h(ak) + (-~ expt

exp gt - dhexp ! ) 4 B ). (5)
k

Usando agora (4), temos eF+1 + /%k exp_iy, y¥ = grad g(z**1). Entdo, pela convexidade de g, temos

1 _
g(@*) > gty + (M + o exply, y¥ exp ). (6)
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Somando (5) e (6), obtemos

F(@?) = f@H) + (d* expll ") >

> -[lexp ¥, expll ) A (exp iy o expll )]+ (€ exp s at) + 8dP (M o).

(7)

Como provado em [2, Lema 3.1] usando o Teorema de Comparagio de Triangulos, temos que
dQ(xk+17xk) <eXp k y , €XP_k xk+1> + <eXp;k1+1 yk7eXp;k1+1 xk> (8)
Usando (8) em (7), segue que
_ 1
(el aF) (- S aR) < fF) - F) + (@ et at ).

Sendo 7y, € [0, 2) e (d*, exp ;| aF+1) < Led?(zk, 2h 1)+ 2 q2 (xk 1, 2F) (veja [2, Lema 3.1]), obtemos
1

(ek+1,exp;k1+1 z*) + (,u + g) d? (L 2Py < flak) — faPTh) + gdz(xk,mk_l) + ng(ka,xk).
k

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

1
_Hek-‘rl”d(xk-‘rl,l'k) + ( + Z) d2($k+1,xk) < f(:rk) _ f(mk‘H) + gdZ(xk’xk—l).
223

De ||kt < nd(x*+1, 2%) e 0 < py, < b, chegamos a desigualdade procurada

<1 ;nb " Z) (2P 27 < fa) — fahh) + ng(kak—l).

Proposicao 3.3. Suponha que a hipdtese (H) € satisfeita. Entdao klim d(z**1 zF) = 0.
— 00

Demonstracao. Pelo Proposicao 3.2, temos

(1 —b77b> zn:d2(xk+17xk < Z [( Pd2( k—1)> _ <f(xk+l) I Zd2(xk+l,xk)>:|
k=0

_ f(xO) _ <f(mn+1) + ZdZ(l.’rH»l,:L.n))'
Sendo £d?(z"*!, 2™) > 0, segue que
(F52) et < s - st

Sendo f limitada inferiormente, obtemos

(1—7719) Zd2 B Ry < £(20) — lim f(a™) < f(20) — inf f(x) < +oo.

n—oo

1—nb

0.
b >

Logo, lim d(z**1, 2*) = 0, pois
k—o0
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Observe que no Algoritmo 1, pela Proposi¢io 2.2, se {z*} ¢ limitada, entdo {w"*} também &
limitada. Como a aplicacdo exponencial é um difeomorfismo, também temos que {d*} e {3*} sdo
limitadas.

Teorema 3.1. Suponha que a hipétese (H) ¢ satisfeita e {x*} € limitada. Entdo todo ponto de
acumulacio de {x*} ¢ ponto critico de f.

Demonstracdo. Sejam x e y pontos de acumulacio de {z*} e {y*}, respectivamente. Entdo, con-
sidere duas subsequéncias {xki te {yk’} convergindo respectivamente para z e y, isto é, z% — z e
yF — y. Como {ur,} € limitada, podemos assumir sem perda de generalidade que gy, — .
Segue da Proposicio 3.3 que 2%t — z, k=1 — 2 e e¥T1 — 0. Por (3), temos que
1 exp L gk — d% = grad h(z").
k; z

J

Pela Proposicao 2.1 e sendo h continuamente diferenciavel, obtemos
1 -1
—exp,  y = grad h(z). 9)
i

Analogamente, por (4), temos que

. 1 _ . ,
bt 4 — eXszljﬂ y" = grad g(«"*1).
k;

Usando a Proposigao 2.1 e o fato que g é continuamente diferenciavel, segue que

1
B exp, 'y = grad g(z). (10)

Sendo grad f(x) = grad g(z) — grad h(z), segue de (9) e (10) que
grad f(z) =0.

Portanto, = é ponto critico de f. O

4 Consideracgoes Finais

Neste artigo, consideramos um método de ponto proximal inercial inexato para calcular pontos
criticos das fungoes DC (suaves) em variedades de Hadamard. Futuramente iremos analisar a
eficacia computacional do método proposto com outros métodos. Além disso, iremos considerar
uma versao nao diferenciavel do método proposto.
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