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Equacoes diferenciais fracionarias: féormula de variacao de
constantes utilizando familias (a, k)-regularizadas
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UNESP, Sao José do Rio Preto, SP

As equagoes diferenciais fracionérias tém atraido muito interesse por causa de sua capacidade
de modelar fenémenos complexos. Em particular, temos muitos trabalhos na literatura matemaética
que abordam este tipo de equacoes, explicitando suas solugoes por meio de uma féormula da variagao
das constantes. Contudo, em 2010, Herndndez et al. [1], indicaram que algumas investigagoes
sobre problemas de existéncia de solugoes para equagoes diferenciais fracionérias estao incorretas,
no sentido de que as formulas de variacao de constantes nao sao adequadas.

Desse modo, o objetivo deste trabalho é indicar um procedimento geral, dado em [2], de como
obter a formula de variagao de constantes para uma classe de equagoes diferenciais fracionéarias,
com a ajuda da nogao de familias resolventes (a, k)-regularizadas , obtendo uma formula adequada.

Seguindo o procedimento realizado em [2], considere a seguinte equagao diferencial fracionaria:

{u’(t) — AD%u(t) +u(t) = f(t), 0<a <1 O

u(0) =z ’
onde A : D(A) — X ¢ um operador linear fechado, X é um espaco de Banach, Df* denota a
derivada fracionaria de Caputo, com relagao a t, de ordem « > 0 e f uma fungao apropriada.
O método para encontrar a formula de variagao de constantes é baseado no uso de propriedades
de transformadas de Laplace e familias (a, k)-regularizadas, conceito introduzido por Lizama em
[3] e estudado em trabalhos posteriores.

Definicao 0.1 (|2]). Sejam X um espago de Banach, k € C(Ry), k # 0, e seja a € L}, .(Ry),
a # 0. Assuma que A é um operador linear com dominio D(A). Uma familia fortemente conti-
nua {R(t)}+>0 de operadores lineares limitados de X em X ¢é dita uma familia resolvente (a,k)-
regqularizada em X (ou simplesmente familia (a, k)-regularizada), tendo A como um gerador, se as

sequintes condigoes sao satisfeitas:
1. R(0) = k(0)I;
2. R(t)xr € D(A) e R(t)Ax = AR(t)x, para todo x € D(A) et > 0;
3. R(t)x = k(t)x + [} a(t — s)AR(s)zds, t > 0, z € D(A).

De acordo com [4], a derivada fracionaria de Caputo de ordem « > 0, com relagdo a ¢, de uma
funcio f ¢ definida como D2 f(t) = J~* f(™(¢), onde n é 0 menor interio maior ou igual a a e .J;
denota a integral fracionaria de Riemann-Liouville de ordem 3 > 0 e, entao, utilizando propriedades
da transformada de Laplace e da derivada fracionaria de Caputo, tomando a transformada de
Laplace na equagao (1), e manipulando os termos obtidos, conseguimos a expressao

- A)Q(A) —u(0) + All_a Au(0) = f(N).
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Isolando 4(A), desde que

€ p(A), e usando uma identidade para eliminar o termo que

1 11 1 -1 1 /A+1 -1
envolve A, conseguimos obter que %(\) = XU(O)—XA—Q /\)\%—A u(0)+— ( ; —A) FN).
Assim, considerando uma familia fortemente continua { R(t) }+>0 C B(X), que admite transformada
- 1 /A+1
de Laplace, e tal que R(\) = o ()\%
que a formula de variagdo de constantes para a equagao (1) é dada por
u(t) = u(0) — f(f R(s)u(0)ds + fg R(t— s)f(s)ds. Agora, a fim de garantir que existe uma familia
nessas condigoes, utilizando [3], sabemos que { R(t) }+>0 € uma familia resolvente (a, k)-regularizada
com gerador A se, e somente se, para todo A > w, (I —a(\)A)~! existe em B(X) e

HMNz = SE;\; <a(1>\)1 - A) o /Ooo e MR(s)xds, v € X, (2)

onde w € R é tal que a(A) # 0, para todo A > w. Assim, para saber o tipo de familia resolvente
(a, k)-regularizada que estamos procurando, comparamos a expressao de R(\) com (2), obtendo
«

- 1
= k(A = ——
1€ ) A+17
FE11-4() é a funcdo de Mittag-Leffler de dois parametros. Neste caso é suficiente exigir que a
equagao (1) tenha A como o gerador de uma familia reolvente (a, k)-regularizada R(t), com a e k
como dadas anteriormente.

e

-1
— A) , pela inversa da transformada de Laplace, obtemos

que a(A)

o que ocorre quando a(t) =t~ *Ey 1_(—t) e k(t) = e~*, onde

Observagao 0.1. Observe que de acordo com o par (a,k) escolhido obtemos diferentes tipos de
familias de operadores lineares limitados, por exemplo:

1. [5, Section 3.1] sea=1 ek =1, {R(t)}+>0 € um Cy-semigrupo, digamos {T'(t)}i>0;

2. [5, Section 3.4] se a(t) =t e k =1, {R(t) }+>0 € uma familia cosseno fortemente continua,
digamos {C(t)}+>0-
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