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Equações diferenciais fracionárias: fórmula de variação de
constantes utilizando famílias (a, k)-regularizadas
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As equações diferenciais fracionárias têm atraído muito interesse por causa de sua capacidade
de modelar fenômenos complexos. Em particular, temos muitos trabalhos na literatura matemática
que abordam este tipo de equações, explicitando suas soluções por meio de uma fórmula da variação
das constantes. Contudo, em 2010, Hernández et al. [1], indicaram que algumas investigações
sobre problemas de existência de soluções para equações diferenciais fracionárias estão incorretas,
no sentido de que as fórmulas de variação de constantes não são adequadas.

Desse modo, o objetivo deste trabalho é indicar um procedimento geral, dado em [2], de como
obter a fórmula de variação de constantes para uma classe de equações diferenciais fracionárias,
com a ajuda da noção de familías resolventes (a, k)-regularizadas , obtendo uma fórmula adequada.

Seguindo o procedimento realizado em [2], considere a seguinte equação diferencial fracionária:{
u′(t)−ADα

t u(t) + u(t) = f(t), 0 < α < 1

u(0) = x
, (1)

onde A : D(A) −→ X é um operador linear fechado, X é um espaço de Banach, Dα
t denota a

derivada fracionária de Caputo, com relação a t, de ordem α > 0 e f uma função apropriada.
O método para encontrar a fórmula de variação de constantes é baseado no uso de propriedades

de transformadas de Laplace e famílias (a, k)-regularizadas, conceito introduzido por Lizama em
[3] e estudado em trabalhos posteriores.

Definição 0.1 ([2]). Sejam X um espaço de Banach, k ∈ C(R+), k ̸= 0, e seja a ∈ L1
loc(R+),

a ̸= 0. Assuma que A é um operador linear com domínio D(A). Uma família fortemente contí-
nua {R(t)}t⩾0 de operadores lineares limitados de X em X é dita uma família resolvente (a, k)-
regularizada em X (ou simplesmente família (a, k)-regularizada), tendo A como um gerador, se as
seguintes condições são satisfeitas:

1. R(0) = k(0)I;

2. R(t)x ∈ D(A) e R(t)Ax = AR(t)x, para todo x ∈ D(A) e t ⩾ 0;

3. R(t)x = k(t)x+
∫ t

0
a(t− s)AR(s)x ds, t ⩾ 0, x ∈ D(A).

De acordo com [4], a derivada fracionária de Caputo de ordem α > 0, com relação a t, de uma
função f é definida como Dα

t f(t) = Jn−α
t f (n)(t), onde n é o menor interio maior ou igual a α e Jβ

t

denota a integral fracionária de Riemann-Liouville de ordem β > 0 e, então, utilizando propriedades
da transformada de Laplace e da derivada fracionária de Caputo, tomando a transformada de
Laplace na equação (1), e manipulando os termos obtidos, conseguimos a expressão

λα
(λ+ 1

λα
−A

)
û(λ)− u(0) +

1

λ1−α
Au(0) = f̂(λ).
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Isolando û(λ), desde que
λ+ 1

λα
∈ ρ(A), e usando uma identidade para eliminar o termo que

envolve A, conseguimos obter que û(λ) =
1

λ
u(0)− 1

λ

1

λα

(λ+ 1

λα
−A

)−1

u(0)+
1

λα

(λ+ 1

λα
−A

)−1

f̂(λ).
Assim, considerando uma família fortemente contínua {R(t)}t⩾0 ⊂ B(X), que admite transformada

de Laplace, e tal que R̂(λ) =
1

λα

(λ+ 1

λα
−A

)−1

, pela inversa da transformada de Laplace, obtemos
que a fórmula de variação de constantes para a equação (1) é dada por
u(t) = u(0)−

∫ t

0
R(s)u(0) ds+

∫ t

0
R(t− s)f(s) ds. Agora, a fim de garantir que existe uma família

nessas condições, utilizando [3], sabemos que {R(t)}t⩾0 é uma família resolvente (a, k)-regularizada
com gerador A se, e somente se, para todo λ > w, (I − â(λ)A)−1 existe em B(X) e

H(λ)x =
k̂(λ)

â(λ)

(
1

â(λ)
I −A

)−1

=

∫ ∞

0

e−λsR(s)x ds, x ∈ X, (2)

onde w ∈ R é tal que â(λ) ̸= 0, para todo λ > w. Assim, para saber o tipo de família resolvente
(a, k)-regularizada que estamos procurando, comparamos a expressão de R̂(λ) com (2), obtendo

que â(λ) =
λα

λ+ 1
e k̂(λ) =

1

λ+ 1
, o que ocorre quando a(t) = t−αE1,1−α(−t) e k(t) = e−t, onde

E1,1−α(·) é a função de Mittag-Leffler de dois parâmetros. Neste caso é suficiente exigir que a
equação (1) tenha A como o gerador de uma família reolvente (a, k)-regularizada R(t), com a e k
como dadas anteriormente.

Observação 0.1. Observe que de acordo com o par (a, k) escolhido obtemos diferentes tipos de
famílias de operadores lineares limitados, por exemplo:

1. [5, Section 3.1] se a ≡ 1 e k ≡ 1, {R(t)}t⩾0 é um C0-semigrupo, digamos {T (t)}t⩾0;

2. [5, Section 3.4] se a(t) = t e k ≡ 1, {R(t)}t⩾0 é uma família cosseno fortemente contínua,
digamos {C(t)}t⩾0.
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