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Reticulados via corpos de ntimeros de grau 3
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Na teoria dos codigos corretores de erros e criptografia, temos uma estrutura matemaética cha-
mada de reticulados, que sao subgrupos discretos de pontos do R", e surgiram a partir de um
problema geométrico de como cobrir da melhor maneira possivel o espago R™ com esferas idénticas
de forma que quaisquer duas esferas se toquem em apenas um ponto e ocupem o0 maior espago
possivel [5].

O problema de cobrir o espago da melhor maneira possivel é chamado de empacotamento esférico
no espaco euclidiano n-dimensional. Dentre os empacotamentos esféricos, aqueles cujo conjunto
de centros das esferas constituem um subgrupo discreto do R", despertaram grande interesse e
passaram a se chamar empacotamentos reticulados [3].

Uma das aplicagoes desse problema é na Teoria da Informagao, onde foi observado que encon-
trar codigos corretores de erro eficientes esta vinculado ao problema de encontrar empacotamentos
esféricos densos, isto é, ao dispor as esferas no espago, as esferas devem ocupar a maior fragao desse
espago (neste caso, esta distribuicao tera alta densidade), e em um dado espago é equivalente a
encontrar codigos corretores de erro eficientes. Mas as aplicagoes da solugao do problema do em-
pacotamento de esferas, também abrange areas de otimizacao, fisica, quimica, biologia, medicina,
entre outras.

Uma maneira de obtermos empacotamentos esféricos densos é através da Teoria Algébrica dos
Numeros, fazendo uso da imersao de um corpo de numeros K (uma extensao finita dos racionais
Q) no espago R™, de modo que a imagem de Z-moddulos no anel dos inteiros

Ok = {a € K: « é raiz de um polinémio ménico com coeficientes em Z}

correspondam a reticulados no espago R™ [2].

Assim, neste trabalho, consideramos K um corpo de niimeros de grau n. Desse modo, existem
n Q-monomorfismos distintos ¢;: K — C [1], para ¢ = 1,2,...,n, uma vez que o polindmio
minimal de um elemento primitivo de K sobre Q tem somente n raizes em C. Sejam L/K uma
extensao de corpos de numeros de grau n e o1,09,...,0, 0s n K-monomorfismos de L em C.
Se um monomorfismo o; satisfazer o;(L) C R, ele é chamado real. Caso contrario, é chamado
complexo. Caso o; for real para todo i = 1,2,...,n, dizemos que L/K é uma extensao totalmente
real. Analogamente, se o; é complexo para todo i = 1,2,...,n, dizemos que L/K é uma extensao
totalmente complexa.

Dessa forma, sejam o1,09,...,0, 0s Q-monomorfismos de K em C. Seja o : C — C a
conjugacao complexa, isto &, a(a + bi) = a —bi (a,b € R). Como a é um automorfismo de C, para
qualquer 1 < j < n, segue que existe um unico k € {1,2,...,n} tal que @ o o; = o}. Além disso,
aoo; = 0; se, e somente se, ; éreal. Seja 1 o ntimero de monomorfismos reais de K em C. Sendo
assim, n — r; é o nimero de monomorfismos complexos, que é, portanto, um nimero par. Logo,
existe ro € Z nao-negativo tal que r1 + 2ry = n. Neste caso, dizemos que (r1,72) é a assinatura
de K. Renumerarando esses monomorfismos da seguinte forma: para 1 < j < ry, considere o;
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os monomorfismos reais; para 1 < j < ry, considere oy,1; os monomorfismos complexos nao
conjugados entre si (isto é, o, 4 # @00y 4k, com 1 < j, k <r); para 1 < j <ro, sejam oy, 4r,4j
os conjugados de o, 4, respectivamente (isto €, oy, 4r,1j = €0 Oy 4j).

Assim, para qualquer = € K, definimos

0(2) = (01(@)s- ., Oy ira(2) ERT x T2 = R x R, (1)

Denotando por () a parte imaginaria de um ntmero complexo x e por R(x) sua parte real, a
aplicacao o pode ser definida de K em R" pela expressao:

o(x) = (01(2), .. 00, (2), R0, 41(2)), (07, 41(2)), - ROy 40, (), S04 (1)) (2)

A aplicacdo o é um monomorfismo de K em R™, chamada de homomorfismo de Minkowski ou
homomorfismo canoénico.

Dessa forma, no presente trabalho, apresentaremos construgoes de reticulados via o homomor-
fismo canonico através de corpos de nimeros providos de uma extensao cibica, ou seja, [K: Q] =3
[4], onde K = Q(#), com 6 é raiz de um polinémio minimal p(z) = 23 + ax + b € Z|[x].
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