
Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics
Preprint

O Teorema das Unidades de Dirichlet e o Reticulado
Logarítmico

Maria Clara Lopes Taddone1, Antonio Aparecido de Andrade2

DMAT/UNESP, São José do Rio Preto, SP

Seja K um corpo de números, ou seja, uma extensão finita de grau n de Q, e seja

OK = {α ∈ K : α é raiz de um polinômio mônico com coeficientes em Z}

o seu anel de inteiros algébricos. O conjunto das unidades (elementos inversíveis) de OK, denotado
por O∗

K, forma um subgrupo multiplicativo. Além disso, os elementos deste subgrupo são da forma
u ∈ OK tais que |NK(u)| = 1, onde NK(u) denota a norma do elemento u.

Como K é um corpo de números de grau n, segue que existem n Q-monomorfismos distintos
σj : K −→ C, uma vez que o polinômio minimal de um elemento primitivo de K sobre Q tem
somente n raízes em C. Se σj(K) ⊂ R, o monomorfismo σj é chamado real, e caso contrário, o
monomorfismo σj é chamado imaginário. Quando todos os monomorfismos são reais, o corpo K é
chamado um corpo totalmente real e quando são todos imaginários o corpo K é chamado um corpo
totalmente imaginário. Se α : C −→ C é a conjugação complexa, então para todo j = 1, . . . , n,
segue que α◦σj = σk, com 1 ≤ k ≤ n, e que σk = σj se, e somente se, σj(K) ⊂ R. Assim, usando
r1 para denotar o número de índices tal que σj(K) ⊂ R, podemos ordenar os monomorfismos
σ1, . . . , σn de tal modo que σ1, . . . , σr1 sejam os monomorfismos reais e σr1+r2+j = σr1+j , para
j = 1, . . . , r2, são os monomorfismos imaginários. Assim, n − r1 é um número par, e podemos
escrever r1 + 2r2 = n.

Seja K∗ o conjunto dos elementos inversíveis de K. A função Log : K∗ −→ Rr1+r2 definida por

Log(x) = (log |σ1(x)|, . . . , log |σr1(x)|, log |σr1+1(x)|, . . . , log |σr1+r2(x)|) , (1)

para todo x ∈ K∗, é chamada de mergulho logarítmico de K, em que log denota a função logarítmica
com base 10 em R e se y é um número complexo, a notação |y| se refere à norma complexa de y,
isto é, |y| =

√
ℜ(y)2 + ℑ(y)2 [3].

O mergulho logarítmico é um homomorfismo entre os grupos (K∗, .) e (Rr1+r2 ,+), uma vez que
vale a propriedade

Log(xy) = Log(x) + Log(y), para todo x, y ∈ O∗
K. (2)

A restrição do homomorfismo Log ao grupo das unidades do anel de inteiros de K,

Log : O∗
K −→ Rr1+r2 , (3)

tem núcleo W igual ao conjunto das raízes da unidade pertencentes a O∗
K. Prova-se que W constitui

um grupo cíclico multiplicativo finito de ordem par [4]. Além disso, a imagem Log(O∗
K) é um

reticulado em Rr1+r2 .
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O reticulado Log(O∗
K) ⊂ Rr1+r2 é chamado de reticulado logarítmico associado ao corpo de

números K. Quando K for um corpo ciclotômico de ordem igual a uma potência de um primo, o
reticulado logarítmico é eficientemente decodificável [2], tal fato pode ser utilizado em problemas
baseados no Problema do Ideal Primo [1].

Como um exemplo, seja o corpo quadrático real K = Q(
√
3). Neste caso, r1 = 2, r2 = 0 e o anel

de inteiros é dado por Z[
√
3], uma vez que 3 ̸≡ 1 (mod 4). O grupo das unidades de K é isomorfo

a Z2 × Z, uma vez que r = r1 + r2 − 1 = 1 e W = {±1}, pois K é totalmente real e a imagem das
raízes da unidade pelo mergulho de Minkowski está contida no círculo unitário. O elemento 2+

√
3

é uma unidade fundamental de K. Assim, a+ b
√
3 ∈ O∗

K se, e somente se, a+ b
√
3 = ±(2 +

√
3)e,

e ∈ Z, ou seja,
±1 = NK(a+ b

√
3) = (a+ b

√
3)(a− b

√
3) = a2 − 3b2. (4)

O mergulho logarítmico Log : O∗
K −→ R2 é definido por

Log(±(2 +
√
3)e) =

(
log |σ1(±(2 +

√
3)e)|, log |σ2(±(2−

√
3)e)|

)
=

=
(
e log(2 +

√
3), e log(2−

√
3)
)
, e ∈ Z.

(5)

O reticulado Log(O∗
K) tem dimensão r = 1 em R2.

Assim, neste trabalho, apresentamos o Teorema das Unidades de Dirichlet e fazendo uso dos
Q-monomorfismos de um corpo de números de grau n e da função logarítmica apresentamos cons-
truções de reticulados logarítmicos, que é a imagem do subgrupo das unidades do anel de inteiros
por esse mergulho.

Os reticulados obtidos por esse método de construção não tem posto completo no espaço eu-
clidiano de dimensão igual ao grau do corpo de números. Os reticulados logarítmicos têm sido
ultimamente estudados visando aplicações tanto em códigos quanto em criptografia.
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