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Resumo: Neste trabalho apresentamos uma equacdo hiperbdlica com condicao de Neumann na
fronteira e sem a hipdtese de unicidade para o problema de Cauchy associado. Enunciamos o
teorema de existéncia de solucdes fracas globais e construimos o atrator de trajetdrias para o
problema considerado. O nosso resultado principal refere-se a semicontinuidade superior dos
atratores quando o parametro de difusdo € grande.

Palavras-chave: Solucdo fraca global, atrator de trajetorias, semicontinuidade superior

Seja © um subconjunto aberto, limitado, conexo do R™ (n > 3) e com fronteira suave I'.
Para cada ponto = € T, indicaremos por v = v(z) o vetor normal exterior unitério a I" no ponto
x. Consideremos o seguinte problema hiperbdlico com condigao de Neumann

{%ﬁg 12928 — dAu— f(u)+ Jul*lu (t,2) € (0,00) x 9 "

gu—=0 (t,z)€(0,00) xT,

onde v > 0, d > 0 est4 fixado, o € (0,1) e f : R — R é uma funcdo de classe C' satisfazendo as
seguintes hipoteses: existem constantes positivas g, v1, V2, c1, c2 € 2 < p < % tais que

)] < o(ul ™ + 1), 2)
() — Fluz)] < Clus — wal (1 + fea P2 + fuzP~2), (3)
) = [ Swide, F) > nluP -, (4)
0
F(w)-u > F () — e, (5)

para quaisquer © € R, u; € R e ug € R.

Vamos especificar os espagos em que trabalharemos e definiremos quando uma funcao u =
u(t, ) serd solucao de (1). Como nao ha um resultado de unicidade de solugao para o problema
(1) empregaremos a teoria do atrator de trajetérias em nosso estudo, adaptando resultados
obtidos nas referéncias Chepyzhov, V. V. and Vishik, M. 1. [5], [6], onde problemas similares a
(1) foram considerados para a condi¢ao de Dirichlet. Os detalhes podem ser encontrados em R.
S. Teles [4].

Consideremos f(u) = f(u) — |u|* 'u. Das hipéteses (2)-(5) podemos afirmar que existem
constantes positivas vp, V1, V2, €1, C2 tais que

[F(@)] < (o + (P~ +1) = Fo(|ul"~" +1); (6)

Fu) = /0 Cfwydw,  Flu) > Al —a, ()
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onde
a+1l
SN sy L <2 >p—<a+1><p—<a+1>>
=— e c1=¢ — — |
il B 1 1 at+1\p »
Fu) - u > Falul’ - é, (8)
em que
a+1
I Tl . 2(a+ 1)\ =+ (p—(a+1)
2= € &= |natet | ——— e
2 V172D p

Faremos algumas observagoes antes de introduzir a definicao de solucdo para o nosso pro-
blema.
Vamos considerar em H'(f2) a norma

Jul = [ (P + dIVup)da (9
para u € H'(Q), que é equivalente a norma usual

30y = lul32g) + 1 VUl q)-

O H'(2) munido da norma (9) serd denotado por H}(Q).
O espago dual de H}(f2) serd denotado por Hd_l(Q) e consideraremos o operador continuo

A HYQ) — H;1(Q)
u  — (p,Au) = — [, VuVed

Observemos que para c3 = ¢ + 1 existe uma constante positiva K tal que a fungao ®(u) =

(F(u) + ¢3)7 & Lipschitz.

Seja g o expoente conjugado de p, isto é, + % = 1. Observemos que se

1

p ~
u € L>(0,T; LP(£2)), entao |u|°‘_1u~6 L*>(0,T; LY(2)) e de (6) decorre que f(u) € L*°(0,T; LI(R2)).
Além disso, existe uma constante vy tal que

”f(u)H%OO(O,T;Lq(Q)) < ’;O(HU”Iioo(o,T;Lp(Q)) +1) (10)

para todo T' > 0, onde g = 29559(|Q| + 1).

Por outro lado, se u € L*°(0,T; H}(R)), entdo Au € L>(0,T; Hd_l(Q)) Como p > 2, do Teo-
rema de imersdao de Sobolev e por dualidade temos L%(Q2) < H™"(Q), onde
r= max{l,n(é — %)} Logo, se uw € L>®(0,T; LP(2)) N L*>=(0,T; Hé(ﬂ)), temos que a equagao
(1) pode ser considerada no sentido de distribui¢ao do espago D'(Ry; H™"(Q)).

Definicao 1. Uma fung¢io u = u(t,x), t € [0,T], x € Q, € uma solugdo fraca global de (1)
seu € L>(0,T; LP(Q2)) N L*°(0,T; HY(Q)), uy € L>=(0,T; L*(2)) e u satisfaz a equagdo (1) no
sentido de distribuicao do espago D'(0,T; H™"(Q)), para todo T > 0, onde r = max{l, n(%—%) },
isto €, para toda ¢ € H}(Q) N LP(Q) vale a sequinte igualdade

2
i [ uto) plade+ 0% [ utta) - pdot [ [@Vutta) Tola) + flutt.o) - o(o)-

— |u(t, )|* tu(t, z) - ¢(z)]dz = 0.

Observacao 1. Sabemos que se u € uma solu¢io fraca global da equag¢ao (1), entao

uw € L*(0,T; LP(Q)) N L>(0,T; HY(Q)) — L>(0,T;L*(Q)) e uy € L>°(0,T; L*(Q)) para todo
T > 0, portantou € C(0,T; L*(Q)). Temos também que uy € L>(0,T; L?(2)) — L*(0,T; H~"(9))
euy € L®(0,T; H"(Q)) para todo T > 0, donde concluimos que uy € C(0,T; H™"(Q)).
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Proposicao 1. Se u é uma solugdo fraca global de (1), entdo
u€ Cyu(0,T; Hi(Q)), wue Cyu(0,T;LP()), up € Cyp(0,T; LA(Q), (11)
para todo T > 0. Além disso, para todo § € R a funcdo
t= fu®l o) + lue(t) +0u)l| L2 (0) + lu@)ll @) (12)
é semicontinua inferiormente para t € [0,T)], para todo T > 0.
Sejam u € H}(Q) N LP(2) e v € L*(Q). Definamos I : (H1(2) N LP(2)) x L*(2) — R por

I(u,v) = ;/QHU\Q +d|Vu|? + 2F (u)]da.

Proposicao 2. Existem constantes positivas k1, ko, ks, k4 tais que

B [l gy + ol + lullqy] — k2 < T(as,0) (13)
e
I(u,v) < ks [llullfp ) + 101122 () + lullp )] + Ka. (14)
Seja
0 < § < min{2v, 2k}, (15)
onde k1 = Inln{ 1,71 }. Consideremos o seguinte funcional
Js(u,v) = % /Q [MZ + d|Vul? + 2F (u) + 20u - v + 267|u|* | dz. (16)

Proposicao 3. O funcional Js satisfaz

1)
<k1 o 2) [Hu”%é(ﬂ) + ||UH%2(Q) + ”UH?J(Q ] — ko < Js(u,v) (17)

1)
Aww<<@+fwﬁhw@@+wﬁg+wwmﬂ+m, (18)

onde as constantes ki, ko, ks, k4 foram definidas na Proposicdo 2.

Coroldrio 1. Se u € wma solugao fraca global de (1), entdo a fungdo real
z(t) = Js(u(t), us(t)) € semicontinua inferiormente no intervalo [0,T), para todo T > 0.

Teorema 1. Se u : [0,00) x & — R é uma solugao suficientemente regular de (1) e z(t) =
Js(u(t), Opu(t)), entdo existem constantes ps >0 e ps > 0 tais que

217+ psz(t) < ps. (19)
e portanto,
2(t) < 2(0)e #st 4 P (20)
s

Fixemos N > 0 e vamos definir o espago de trajetérias K} (N) da equacdo (1).
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Definicao 2. O espaco IC:{(N) ¢ o congunto das solugoes fracas globais u da equagdao (1) que
verificam a desigualdade

2(t) < Ne #st 4 &,

22
para todo t > 0, onde z(t) = Js(u(t), Ou(t)) e § foi dado em (15).

Proposigao 4. Se ug € H}(Q) N LP(Q), u1 € L*(Q) e 29 = Js(up,u1) < N, entdo existe pelo
menos uma solugdo fraca global u € K (N) tal que

uli—o = up, Q=0 = u1.

. . Jr Jr . + . N ~
Vamos definir os conjuntos ¥, cd> ]—'b’ 4 € a topologia ©;° cd associados a equagao (1).
Comecamos definindo o conjunto Fr 4 da seguinte forma

Fra={v:ve L™(0,T;LP(Q)) N L>(0,T; Hy(Q)), 0w € L>(0,T; L*(R)),
O2v € L°°(0,T; H(Q))}

e o munimos da topologia ©1 4 que, em termos de sequéncias, é descrita da seguinte maneira:

uma sequéncia {v,,} C Frq converge para uma funcdo v € Frq em Opq se vy, X v em

L0, T; H3(Q))NL>®(0,T; LP(Q)), Opvm — Ov em L=(0,T; L2(Q)) e 92vy, = 02v em L(0,T; H(Q)).
A topologia definida acima torna Fr 4 um espaco topolégico de Hausdorff e Frechet-Uryshon

com base topoldgica enumeravel.
O conjunto Fr 4 e a topologia ©1 4 dao origem aos conjuntos }-ngc,d’ f;d e a topologia G)ZZC,d'
Temos que

Fitea ={v v € L, (Ry; LP(Q)) N L5, (Rys Hy(Q)), v € L, (Ry; L)) e
Ofv € Lis,(Ry; H'(Q))};
Fig={ve Fl v e LPRy; LP(Q) N L¥(Ry; Hy(Q) N € LRy LA(Q)) e
d%v € L°(Ry; H"(Q)) com Hv||fb+d < +o0},

onde
lllzr, = 0l o ysze@) + I0llee @ mye)) + 1000l ooy r2)) + 1070l oo (R -+ (02))

E a topologia G);gc g em .7-";(;6 4 € definida da seguinte forma: v, — v em @;gc ¢ quando g 7vym —
g 7jv em O1 4 para todo T > 0.

O espaco fngc,d munido da topologia @lJ;c,d é um espago topolégico Hausdorff, Frechet-
Uryshon e possui uma base enumeravel.

O espago IC;r (N) munido da topologia G);gq 4 ¢ 0 espago de trajetérias da equagao (1).

Definamos a aplicacao T'(t) : ]:;Orqd — ]-'fqu por T'(t)u(s) = u(t+s) e consideremos a familia
{T(t) : t > 0} que constitui um semigrupo. Como a equagio (1) é auténoma temos que K} (N)
é invariante pelo semigrupo {T'(t) : t > 0}, logo podemos considerar T(t) : K (N) — K1 (N).

Proposicao 5. Se IC;(N) ¢ o espaco de trajetdrias da equacgdo (1), entdo para toda fungdo
u € K (N) temos que T(t)u € K (N) para t > 0.

Proposigao 6. Se ICZ{(N) é o espaco de trajetorias da equagdo (1), entdo le(N) C flfd.

Proposicao 7. O espago de trajetorias IC;(N) ¢ fechado na topologia eltcd'
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Agora, fixemos um valor § = ¢ verificando (15). Vamos definir o conjunto
_ + . _ Pso
P=sueF , :2(t) = Js(u,0u) <2— ;.
' 22

Observemos que o conjunto P é tal que Hu|]]_-b+d < +oo para toda funcao u € ]:Jd e é compacto
em @lt cd Além disso, a desigualdade (20) implica que o conjunto P é um conjunto absorvente
do espago K (N).
Proposicao 8. Se f satisfaz (6)-(8), entio para cada d > 0 a equagio (1) possui um atrator de
trajetorias Ag(N).
Proposicao 9. o atrator de trajetorias Aq(N) nao depende de N > 0, isto é, Ag(N) = Uq.

Vamos agora examinar a questdo da continuidade do atrator de trajetérias do problema
(1)-(5) com relagao ao coeficiente de difusao d > 0. H4 trabalhos que tratam desse assunto para
equacoes cujo problema de Cauchy correspondente goza da propriedade de unicidade de solugao,
dentre eles citamos os artigos J. Sola-Morales & M. Valencia[3], A. L. Pereira & L. A. F. de
Oliveira[l] e A. N. Carvalho [2].

Pelo Teorema 4 e pela Proposigao 8, para cada d > 0, a equagao (1) admite pelo menos uma
solugao fraca global e possui um atrator de trajetérias 2Ag.

Sejam {\;}52, e {w;}72, os autovalores e as autofungdes normalizadas, respectivamente, do
problema de Neumann

Aw+Aw =0 em )
9 |p=0.

Sabemos que A\g = 0 < A1 < Ay < ... < Aj — 00, {w;};en é um sistema ortonormal completo
para L?(Q) e wo(z) = =

T

Consideremos a decomposicio ortogonal de L?(Q2) = [wp] @ Y, onde

Y = [wa,wy,.. ] = {v : /Qv(x)d:r: _ 0}

é o espaco das funcdes de L2() com média nula.
Se u = u(t,x) é uma solugao de (1), entdo podemos escrever

u(t,z) = B(t)wo(x) + v(z,t) (21)

de modo tnico, onde

B(t) —/Qu(t,:n)wo(x)dx— \/%/Qu(t,x)dx

v(t,z) = u(t,z) — B(t)wo(x).

A decomposicao (21) nos permite reescrever a equacao (1) como um sistema de equagoes da
seguinte forma

vy = —29v¢ + dAv — f(ﬁwo +v) + ﬁ fQ f(ﬂwo +v)dx

B = =216 = e Jo F(Bun + v} (22)

Queremos demonstrar que se u(t,z) = [(t)wo(z) + v(t,z) é uma solugao da equacado (1),
d — 400 e AUy é o atrator de trajetorias da equagao diferencial ordinaria

{5”(75) +29€'(t) = —f(E(1)) + &> 1e(t)

€0) =& e R, (23)

entao
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+ .6

e na decomposicao (21), a fungao componente v satisfaz v — 0 na topologia O, ;

e a familia {/Ay : d > 0} U {ﬁ;} ¢ semicontinua superiormente em d = oo, onde A 6 a
imersao de Ao em [wo] @Y através da aplicacao £ € R — wy.

Vamos enunciar o nosso resultado principal.

Teorema 2. Se Ung € a imersio de Ao em L2(Q) = [wo] ® Y, entdo a familia {Aq}qU {Ase} €

_l’_

semicontinua superiormente em d = 0o, isto é, para toda vizinhanga O de U na topologia O

existe dy > 0 tal que se d = dy, entao Ay C O(Aso).
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