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O presente trabalho abordou a identificagao de grupos fuchsianos aritméticos, que sao forma-
dos por isometrias que fazem o pareamentos dos lados de um poligono hiperbélico, em ordens dos
quatérnios, e teve como uma de suas propostas a aplicacao da Matematica no estudo da teoria de
codigos corretores de erros, bem como na construcao desses codigos, que tem como base elementos
de Algebra Abstrata, como grupos, anéis, corpos finitos e ordens dos quatérnios, e na analise de
métodos capazes de detectar e corrigir erros que possam surgir durante a transmissao ou armaze-
namento de dados, onde as caracteristicas geométricas das tesselagoes envolvidas e da geometria
hiperbélica apresentam importante papel na estruturagao desse processo.

A algebra dos quatérnios, que denotaremos por A, é dotada de trés unidades imaginarias que
podem ser associadas a um espago tridimensional. Portanto, elas podem ser interpretadas a partir
dai como numeros regidos por uma parte escalar e outra vetorial determinada pelos coeficientes das
unidades imaginarias que denominaremos ¢, j e k. Em linhas gerais, adotamos a seguinte forma
para qualquer ¢ € A como:

¢a=qo+qi+qj+qk; onde qo, g1, 42,93 € R. (1)

Abordamos também as principais caracteristicas desses nimeros que de maneira direta influ-
enciam na aplicabilidade de seu respectivo tratamento algébrico. E o caso da propriedade mais
primitiva proposta pelo mateméatico William Rowan Hamilton (1805-1865), que desencadeou a
criagao dos quatérnios:

i’ =42 =k =-1 (2)

Apo6s uma analise dos principios basicos dos quatérnios e de suas suas propriedades geométricas,
foi realizado o estudo de corpos de nimeros e anéis de inteiros algébricos, que deu embasamento
tedrico para a identificagdo dos grupos fuchsianos aritméticos. Logo, nos apoiamos em [6], [7] e [9]
para enunciar as principais caracteristicas algébricas dos corpos de ntimeros e, consequentemente,
as propriedades que utilizamos para o desenvolvimento da pesquisa. Com base em [5], estudamos
os conceitos de isometrias e espagos métricos que se fizeram necessarios para o entendimento pleno
dos objetos de estudo desta pesquisa. Em seguida, aprofundamos nossos estudos em geometria
hiperbolica e tesselagdes, que permeiam todo esse trabalho, utilizando principalmente [11]. Por
fim, com base em [4] estudamos os grupos Fuchsianos, que sdo grupos de isometrias que fazem os
pareamentos dos lados dos poligonos em tesselacoes hiperbélicas.

Conforme descrito por [8], em Katok [4], e Johansson [3], foi proposta uma maneira aritmética
de se obter grupos fuchsianos. Esses grupos sao conhecidos como grupos fuchsianos aritméticos.
Johansson em [3] mostrou que um grupo fuchsiano aritmético esta associado a uma ordem O em
uma algebra dos quatérnios A sobre uma extensao quadratica K de Q, isto &, [K: Q] = 2. A partir
da identificacdo de um grupo fuchsiano aritmético em uma ordem dos quatérnios, foi apresentado
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em [2] um algoritmo de rotulamento algébrico dos sinais pertencentes a uma constelagao de sinais no
plano hiperbdlico por elementos de um p-grupo, derivado de uma ordem por um ideal préprio. Em
decorréncia dessa identificagao, obtemos os reticulados hiperbolicos associados & essas constelacoes.
Portanto, a identificacdo de um grupo fuchsiano aritmético com uma ordem dos quatérnios é o
principal passo no processo de rotulamento.

Utilizamos inicialmente os conceitos de algebra dos quatérnios, que foram fundamentais para
os estudos subsequentes. Em seguida, consideramos os reticulados hiperbolicos (ordens dos qua-
térnios), destacando os grupos fuchsianos obtidos a partir deles. Encerramos com a compreensao
dos grupos fuchsianos aritméticos, onde fizemos a conex@ao dos conceitos e resultados anteriores,
utilizando [10].

Baseados em [10], consideramos as tesselagoes hiperbolicas auto-duais {4g,4g}, e identificamos
as ordens dos quatérnios associadas aos grupos fuchsianos aritméticos I'y, dessas tesselagoes auto-
duais, para os valores de g, dados por ¢ = m - 2", onde m = 1,3,5 e n € N. Ainda, utilizando
[1], vimos uma condi¢ao necesséria para a construgdo de grupos fuchsianos aritméticos, chamada
Condigao de Fermat, e estudamos um algoritmo para obter os geradores de um grupo fuchsiano
aritmético, pois através deles é possivel identificar qual a ordem dos quatérnios associada.
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