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Resumo: Vidrios autores mostraram que, sob certas condicoes, o método de Newton gera uma
sequéncia linearmente convergente para uma solugao quando a matriz Jacobiana € singular nesta
solugcdo. Neste trabalho temos por objetivo estender um resultado de convergéncia do método de
Newton em sistemas ndo lineares singulares, para o método de Chebyshev. Através da andlise
de alguns exemplos conjecturamos a razdo de convergéncia para o método de Chebyshev em sis-
temas singulares
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Exposicao do Problema

Considere um sistema nao linear da forma:
F(x) =0, (1)

onde F': R" — R",

Existem véarios trabalhos sobre a convergéncia do método de Newton quando a solucao
do problema (1) é um ponto de singularidade da matriz Jacobiana de F, F'(x), por exemplo
[2, 3, 4, 5]. Nos baseamos nos resultados de [2] para obter um resultado de convergéncia para o
método de Chebyshev. Para mais detalhes sobre o método de Chebyshev ver [1, 6, 7].

Para prosseguir a andlise vejamos algumas notagoes: Seja x, uma solugao de (1) tal que
F'(x,) seja singular e suponha que F’(x) seja inversivel em

Vs ={z [0 <z — .| <0}, (2)

para algum § > 0. Sejam também N o nucleo de F'(z,), X tal que R" = N & X, Py o projetor
em N paralelo a X e Px = I — Py o projetor em X paralelo a N.

Observacao 1. Note que X ndo € necessariamente o complemento ortogonal de N, apenas um
subespaco que completa N como soma direta para o R™.

Vamos utilizar as seguintes hipéteses:
H1: A funcdo F € C3;
H2: O sistema F'(z) = 0 tem uma solucao x.;
H3: Existe § > 0 tal que F'(z) é nao singular na vizinhanca Vs, definida em (2);
H4: Existe uma constante c positiva tal que para todo s € N e x € R™ vale a desigualdade:

1P (@) szll = clls|| - [l]]-
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H5: F'(z,)X = X, isto é, o subespa¢o X é invariante pela acao do operador F'(z.).
Notagao: No decorrer do texto usaremos as seguintes notacoes:

Fy = F(x), Fj, = F'(xy), F =F"(z),

F, = F(z.), F.=F'(x.), F/=F"(z").

Formulacao Utilizada
O método de Newton para resolver (1) é definido iterativamente por:
Tp1 = Tk + dN,
onde dy ¢é solucao de:
Fldy = —Fy.
De outro modo:
Tr1 = G(2k),

onde
G($):{ x — [F'(z)] 1F($), se T # T4

Ty, se T = Ty

(3)

¢é chamada funcao de iteracao do método de Newton. Observe que no caso singular a primeira
expressao para GG nao vale em x,, por isso definimos G(z) = ., posteriormente mostraremos
que desse modo a aplicacao GG é continua.

O seguinte resultado refere-se a propriedades da funcao G e sua utilidade ficara clara mais a
frente.

Proposicao 2. Suponha que F € C?. Para todo x € Vs, a aplicacio G(x) definida em (3) é
diferencidvel e G'(z) = [F'(z)] " F" (z)[F'(z)] 1 F ().
Demonstragao: Para z € Vs temos G(z) = x — [F'(x)] 1 F(z), entdo
F'(z)G(z) = F'(z)x — F(x).
Derivando com relacao a x, obtemos:
F'(2)G(z) + F'(2)G'(z) = F"(z)x + F'(2)] — F'(z) = F"(2)x.
Assim, substituindo a expressao (3) e simplificando vem:
F'(2)G'(z) = F"(x)x — F"(2)G(z) = F"(z)[F'(z)] ' F ().
Portanto,
G'(x) = [F'(2)] 7 F" (2)[F'(x)] 7' F(2).
O

O resultado a seguir, sobre a invariancia dos iterandos do método de Newton por trans-
formagoes nao singulares, é bem conhecido e de simples demonstracao, mas damos énfase a ele
pois ele também ¢ valido para o método de Chebyshev.

Lema 3. Os iterandos gerados pelo método de Newton sdo invariantes por transformagoes nao
singulares.

O teorema de convergéncia sera precedido por alguns lemas técnicos, que foram extraidos do
desenvolvimento da prova de Cavanagh para simplificar a apresentacao dos resultados.

O lema a seguir serve como base para a demonstracao de um outro lema, enunciado poste-
riormente, o qual estabelece que mesmo F’(z*) sendo singular é possivel obter um limitante para
[F'(z)]~! quando z estd préximo de z*. Estes lemas também foram utilizados por Reddien [8].
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Lema 4. Suponha a validade de H1, H2, H3, Hj e H5. Entao
i) Existem ¢y > 0 e § > 0 tais que ||F'(x)y| > a1||y|| para todoy € X e x € V.
i1) Ezistem co > 0 e 6 > 0 tais que ||F'(z)s|| > co||lx — x«||||s]| para todo s € N e x € V.

Lema 5. Suponha a validade de H1, H2, H3, H} e H5. Entado, existem c3 >0 e d > 0 tais que

para todo x € Vs
1

csflz — x|

I(F" ()7 <

O teorema a seguir é o resultado de Cavanagh [2, Teorema 2.7] com leves modificagoes. Essas
modificagoes foram feitas apenas para simplificar a demonstragao. Também vale observar que
a corregao sugerida por Cavanagh para restaurar a convergéncia quadratica é apenas tedrica e
nao pode ser utilizada na pratica, pois necessita de prévio conhecimento da solucao.

Teorema 6. Suponha a validade de H1, H2, H3, H/) e H5, e escolha um 6 > 0 de modo que 0s
Lemas 4 e 5 sejam vdlidos.
Entao, x. € um ponto atrator para o método de Newton, a convergéncia € linear,
1PN (zr — )|

1 1
Px(xp — xy) — 0 superlinearmente, — = e =Py =G (z,).
(% = 2) [Puor—e)] 2 3 (@)

A convergéncia quadrdtica pode ser restaurada usando o sequinte processo iterativo:

1
Tkl = Tk +dN — §PN(:Ck — l‘*)
O seguintes resultados sao consequéncias diretas do Teorema 6:

Corolario 7. A aplicacao G como definida em (3) é continua em Vs U {x,}.

Corolario 8. O operador G'(x) definido por:

é continuo em Vs U {xy}.

Resultados sobre o Método de Chebyshev

O método de Chebyshev é um dos mais conhecidos métodos tensoriais para se resolver sistemas
nao lineares. Gundersen e Steihaug, em [6], mostraram que este método pode ser definido do
seguinte modo:

Tkl = 2k +dn +dco, (5)

no qual dy e d¢ sao solucoes dos seguintes sistemas lineares:
1
Fidy = —F, Fide = —3 Ydndy. (6)

Mostraremos que o Teorema 6 vale também para (5)-(6), ou seja, o método de Chebyshev
gera uma sequéncia convergente para uma solugao do problema (1). A ordem de convergéncia
também ¢ linear, mas o passo corretor, do, nos dd uma melhora com relacao ao método de
Newton. Mostraremos que a direcao corretora, do, tem uma estreita relagado com a corregao
sugerida por Cavanagh em [2]. As hipdteses sao as mesmas do Teorema 6.

Teorema 9. Suponha a walidade das hipoteses H1, H2, HS3, H4 e H5 para
F : R" — R™. FEntdo, uma sequéncia gerada pelo método de Chebyshev converge para x, e
dc — iPN(l'k — l‘*)
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Demonstragao: Da relagao (5) e da expansao de Taylor de segunda ordem para F' em torno
de zp € Vs vem:

1
Tyl — T = Xfp — Ty — (F]g)_le — i(F];)_lF]ngdN
[ 1
= (Fp) " |[=Fo+ Fl(ze — @) — P dndy

|1 1
— () 3R — e on = ) + Ol = au]) - Flda]

= () 3R - o+ d) - 2 )+ Ol - )] (D)

Vejamos estimativas para os termos que aparecem na equacao (7):

o xp— 2 +dy = O([|zr — 2.l])
De fato, pela expansao de Taylor temos:

F. = F+ Fia. —ax) + O(|la — .]?),
Como F, = 0, segue que:
—Fp + Fl(x, — ) = O(||zr — z. ).
Assim, do Lema 5 vem:

Tp— Ty +dAN = Tp — Ty — (F,é)lek
= (Fp) 7 '[~Fx + Fi(zr — )
= () Oz — 2]?)

= O(llzk — 2l)).
o 1 —x,—dy = O(||lzg — x|
Primeiro note que:
(F) ™ Fe = (F) 7 F(ar — ) + O([lag — )]

= (FR) 7' Fi(Px + Py)(ax — @) + (FR) 7' Ol — @)
(FR) ™ EPx (2 — @) + (F) T Ol — )],

Entao, aplicando o Lema 5, obtemos:
ldnll = [(F7) " Frll < collar — 2.l

para xp € Vs e cg uma constante positiva.
Assim,
[ze — 2z — dn || < [z — 2| + [ldn ]| < erllar — 2]

Ou seja,
xp — e — dy = O(||zg — x4]]).

Retornando a (7),

1, _
e =2 = S(F) T Oz — 2. ) O(lzk — 2a)) + (F) 7 Ol = 2.l)
= Olex — z:])) + Ollzk — 24]*) = O(llri — z))-
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A 1ltima afirmagao do enunciado segue de observar que,

1

1
do = Q(F,;)’lF,é’deN = 5G;dN.

De certo modo, a direcio dg aproxima a correcao tedrica sugerida por
Cavanagh [%PN(wk — x4)]. Nos seguintes exemplos unidimensionais vemos a melhora obtida
pelo método de Chebyshev em comparacao com Newton.

Exemplo 10. Considere F(x) = 2%, x € R. Vejamos como se comportam as sequéncias geradas
pelos métodos de Newton e Chebyshev para resolver F(z) = 0.
Temos, F'(x) =2x e F"(x)=2. Todas as hipdteses dos Teoremas 6 e 9 sao satisfeitas.

- Newton
Thtl = }mk ou seja Thtt _ —.
27" Ty 2
- Chebyshev
3 . Th41 3
Thyl = gxk, ou seja, ) =3

Exemplo 11. Considere agora F(x) = 2° + cx?, € R e ¢ uma constante real ndo nula.
Facamos a mesma andlise do exemplo anterior:
Temos, F'(x) = 322 + 2cx e F"(x) = 6x + 2c. Neste caso a equacio F(x) = 0 tem duas

raizes, a saber, r, = —c e x, = 0, no entanto estamos interessados no caso em que F'(x) =0,
ou seja, v« = 0. As hipdteses dos Teoremas 6 e 9 sdo satisfeitas.
- Newton
3 2
xy +cx
Ti41 = Tk — —k —k
3a:i + 2cxy,

FE temos que:

1
Tht1 — — quando T — T.
T 2
- Chebyshev
o z3 + cas _:Bk(Bxk+c)(xk+c)2
ki F 3x% + 2cwy, Bz + 2¢)3
Neste caso temos: 3
T
alia N quando Ty —> T.
T 8

Comentario 12. Estes exemplos nos levam a conjecturar que a razdo de convergéncia do método

de Chebyshev é %.

Uma modificacao que fizemos no método de Chebyshev para melhorar a corre¢ao no sentido
sugerido por Cavanagh foi adotar a sobrerelaxagao dgo.,, = 2d¢, o que chamamos de Chebyshev
modificado. Neste caso, o processo iterativo torna-se:

Tpt1 = T +dy + 2dc. (8)
Assim temos dgm @ — %PN1 (rx — z), e fazendo a mesma andlise do
Exemplo 10 obtemos:
Cpol = ~xp € Bl _ E
k1 = Tk o 1

Ja para o Exemplo 11 obtemos:
3 + ca? 221 (37, + ¢) () + ¢)?
k ko k k k
322 + 2cxy, (3, + 2¢)3
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L1
T

1
— 1 quando xp — 4.

O préximo resultado é uma adaptagao do Teorema 9 para o método definido por (8).

Teorema 13. Suponha as mesmas hipdteses do Teorema 9. Entdo, se xg € tomado suficiente-
mente proximo a ., o método definido por (8) gera uma sequéncia convergente a x.

Demonstragao: Utilizando a mesma técnica da prova do Teorema 9, segue de (8) que:

Tyl — T = X — Ty — (Fé)_le — (F]é)_lF,é/deN
= (FQ) ' [Fk + Filzy, — 2)] — (Fp) "' Fldndy.

Agora usando o Lema 5 e os seguintes fatos, j4 mostrados:
—Fj + Fy(wy — 24) = O([lex — %), dy = O([lax — a])),

obtemos,
Tr1 — Tx = O([lze — 2:4)).-

Conclusoes

Neste trabalho apresentamos um resultado de convergéncia local do método de Newton em
sistemas singulares, originalmente feito por Cavanagh em [2], e estendemos tal resultado para
o método de Chebyshev. Também modificamos os iterandos do método de Chebyshev obtendo
um novo método, chamado por nés de método de Chebyshev modificado. Pela anélise de alguns
exemplos conjecturamos que o método de Chebyshev tem razao de convergéncia % e o método
de Chebyshev modificado tem razao de convergéncia %. Uma possibilidade de trabalho futuro é

tentar mostrar que essa conjectura é verdadeira.
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