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Resumo: O estudo de sincronizacdo de sistemas metapopulacionais desperta interesse dos es-
tudiosos na drea de biologia matemadtica, uma vez que € a partir da sincronizacdo que podemos
avaliar e prever o risco da extincao de espécies. FEste presente trabalho propde estudar os fa-
tores que causam o fenémeno da sincroniza¢do de um modelo metapopulacional com taxa de
reprodutividade intrinseca dependente do tempo. Apresentamos condicdes que o sistema deva
satisfazer para obtermos sincronizacao, a qual € determinada por dois parametros distintos: o
numero de Lyapunov, que estd relacionado a dindmica local, e Lambda, que estd relacionado
a migracao. O produto desses dois parametros estabelece um critério para estabilidade local
assintotica de orbitas cadticas, possibilitando ou ndo a sincronia do sistema. Apresentamos re-
sultados numéricos afim de verificar o critério analitico para a sincronizacdo.
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1 Exposicao e formulacao problema

Considere n sitios numerados de 1 a n. Em cada um desses sitios existe uma populagao
de uma tnica espécie a qual denotamos de populacao local, ou subpopulacao. Esses sitios estao
cercados por um ambiente hostil e inadequado para a sobrevivéncia e persisténcia da espécie. A
cada geragao (a cada passo de tempo), essas populagoes passam por dois processos distintos: a
dinamica local, composta pela reproducao e sobrevivéncia e a dispersdo! (migracio). Supomos
que a dinamica local precede a migragao.

A taxa de reprodugao intrinseca r depende do tempo, ou seja, ry11 = g(r¢), onde r é a taxa
de reprodutividade intrinseca da populagdo e g é uma funcao suave dada. Logo, a funcao f
que incorpora os processos de reprodugao e sobrevivéncia possui duas varidveis dependentes do
tempo, a saber, x e r, e é definida como

Ti41 = f(l“t; Tt) = QUtGTt(l N xt), (1)

t>0,i=1,..,n, onde f representa uma funcao suave definida em [0, c0).

Apos transcorrido o processo de reproducao e sobrevivéncia, temos o inicio do processo
migratério. A cada tempo t, apés a dindmica local, uma fracdo p de individuos deixa um dado
sitio e migra para outros sitios mais préximos. Trabalharemos com a migragao independente da
densidade tal que 0 < p < 1.

! Ambas as palavras migracdo e disperséo serdo denotadas para descrever os movimentos de um sitio para o
outro, portanto, ndo ha diferenca entre elas.
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Consideramos C' = [cj;] a matriz de acoplamento dos sitios, onde ¢j; indica a propor¢ao de
individuos que sai do sitio ¢ e chega no sitio j. Supomos que a matriz C' é duplamente estocéstica
(o que reflete o fato de nao haver morte durante o processo migratério). Assumimos ainda que
¢ii = 0 (nado ha migracdo para o préprio sitio). Desta forma a dinamica da metapopulagao é
dada por

n
G(Xy) = ajyy = (L= f @iz + ) eijuf (i), (2)
j=1
para¢,5 =1,...,n.

O primeiro termo do lado direito da equagao (2) representa os individuos que permanecem
no sitio ¢ no tempo ¢, enquanto que o segundo termo representa a soma de todos os imigrantes
do sitio ¢. Para evitar efeitos de fronteira, trabalhamos com condigoes de contorno periddicas
em formas de anéis ciclicos. Quando sé ha migracao para os dois vizinhos adjacentes ao sitio
1, denotamos conexao local. Quando temos migragao para todos os sitios vizinhos ao sitio ¢,
dizemos que a conexao é global. Padroes de migracao realisticos encontram-se entre a conexao
global e local [1]. A topologia da rede se dard somente através de anéis ciclicos de conexao
global, uma vez que para conexao local os sitios nao sincronizam para nenhum valor de funcao
migratéria p [2].

Dinamicas sincronas ocorrem quando todos os sitios com condicoes iniciais diferentes, apre-
sentam o mesmo numero de individuos a cada tempo ¢. Uma sincronizacao é perfeita ou total
se todos os sitios apresentarem a mesma densidade populacional em cada tempo t, isto é,

x] =2t = xy, (3)
1,7 =1,...,n.

Matematicamente, sincronizacao significa que a dinamica do sistema estd restrita a um
subespaco invariante. Uma Orbita iniciada nessa reta, permanece nela ao longo do tempo. Nosso
objetivo é analisar a estabilidade local assintética das solugoes sincronizadas, ou seja, determi-
naremos se orbitas que iniciam préximas do estado sincronizado serao atraidas ou repelidas para
esse estado.

2 Resultados Obtidos

Para analisar a estabilidade local assintdtica, vamos decompor R™ em um espago de di-
mensao 1 o qual se restringe ao movimentos sincronos e n — 1 subespagos que sao transversais a
esse subespago. Para desenvolver o critério de estabilidade, faremos a perturbagao transversal
desses subespacos transversais tenderem a zero.

Considere X; = (z},...,2%;74). Definimos por X; = (4, ...,z4; 1)’ € R™ uma érbita sincro-
nizada . E facil ver que ao aplicarmos a érbita sincronizada no sistema (2) obtemos

Tt41 = f(ﬂft;Tt>7 (4)

1=1,...,n, Vt. Logo, a dindmica de cada sitio no estado sincronizado satisfaz a dindmica de um
sitio isolado.
A Jacobiana associada ao sistema (2) é dada por

_ 0G(Xy)
T(Xe) = Oz}, ..al) ©)
De (5), podemos definir
(o) = L), )

ou seja, derivamos f somente em relacdo a x, e nao a r.
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Para analisar a estabilidade local assintética das solugoes sincronizadas, linearizamos o sis-
tema (2), dado por X;y1 = G(X}), em torno da 6rbita sincronizada, e obtemos

Aver = J(X)Ar, (7)

onde J(X;) é a Jacobiana do sistema aplicada na 6rbita sincrona e A; representa uma pequena
perturbagao do estado sincronizado. A matriz Jacobiana aplicada na drbita sincronizada é dada
por

J(X]) = fl(aere)(I — pB), (8)

onde I é a matriz identidade e B=1 — C.

Notamos que A = 0 é um autovalor de B associado ao autovetor v = (1,1,...,1)”, e portanto,
A = 1 é um autovalor de I — uB associado ao autovetor v = (1,1,...,1)T. Pelo teorema de
Gershgorin [2], A = 1 é autovalor dominante de I — uB.

Sem perda de generalidade, supomos que na conexao entre os sitios nao exista nenhum
conglomerado isolado, isto é, que a matriz C é irredutivel?. Pelo Teorema de Perron-Frobenius
[2], a matriz irredutivel C' possui A = 1 como seu autovalor simples associado ao autovetor
v=(1,1,..,1)T. Com isso, A = 0 é autovalor simples da matriz B. Entdo existe uma base no
R™ na qual a transformacao linear dada por B assume uma forma de matriz diagonal em bloco.
A matriz B pode ser representada como:

B - Q Q_17 (9)
0 A

onde A é uma matriz (n—1) x (n—1) e @ é uma matriz mudanga de base apropriada. Portanto,

10 0

I—uB=0Q 0 Q! (10)

possui um autovalor A = 1 que esta associado ao autovetor v = (1, ..., 1)T o qual é diagonal
do espago de fase, isto é, é o subespaco invariante que se restringe ao movimentos sincronos.
Qualquer perturbacao poderd ocorrer nesse subespago que ainda assim continuard no mesmo.
Entretanto, as perturbagoes em I — A sfo transversais a diagonal de fase e deverdo tender a
zero para que possamos verificar a estabilidade do estado sincrono.

Com a finalidade de estudar o crescimento das perturbagoes transversais & orbita sincroni-
zada, consideramos

J(Xe) = Qf (zir)(I — pA)Q ™" (11)

e analisamos a evolugao da componente transversal do mesmo
Appr = f(@er) (I — pA) Ay, (12)

onde A é um vetor perturbacio no R"1,

A andlise da estabilidade de (12) é feita utilizando a teoria dos expoentes de Lyapunov [3].
Utilizando uma técnica que desacopla o sistema (7), supondo A diagonalizavel e fazendo uma
mudanga de varidvel A = SA (ver em Espinosa [2]), obtemos

Aprr = [z me) (I — pD) Ay, (13)

2Uma matriz nado-negativa é dita redutivel se existir uma particdo do conjunto de indices 1, ...,n em conjuntos
disjuntos nao-vazios I1 e I> tal que a;; = 0 toda a vez que ¢ € I; e j € I;. Caso contrario, a matriz é dita
irredutivel.
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onde D é a matriz diagonal dos autovalores de A. Portanto, afim de encontrarmos a estabilidade
transversal da orbita sincronizada, temos que a perturbacao transversal se aproximara de zero,
se e somente se

lim [|Qe-1..Q1 Qo < 1 (14)

onde Q¢ = (I — uD)f'(x¢;r4), para todos autovalores da matriz A. Deste modo, as perturbagoes
transversais ao subespago invariante tendem a zero. Lembramos que as perturbagoes paralelas
podem ocorrer livremente pois sempre estarao no estado sincrono.

Temos que
Qu-1--Qu@all = 1 = D) 1t)- I = uD)f (1) (I = D) (a0
= = sDyI T =
Portanto,

im [|Qr—1--Q1Qol[''™ = L(xo;r0)A (16)

onde .
L(zo;ro) = lim 111/ @iroM” (17)

=

é o numero de Lyapunov com Orbita iniciando em xy e com taxa de reprodutividade inicial rg,
enquanto A é dado por
A= max (|1 — p\]). (18)
=2,...,n

Para cada i = 2,...,n, L(zg;70)|1 — pAi| representa um nimero de Lyapunov Transversal, e
1 = 1 representa o nimero de Lyapunov Paralelo, que somado com os anteriores resultam nos
n nimeros de Lyapunov associados ao sistema (2). Portanto se quisermos obter estabilidade
assintotica consideramos apenas o maior valor do nimero de Lyapunov transversal, uma vez que
este corresponde & dire¢do da maior expansao L(zo;ro)A > 1 ou menor contracao L(xg;ro)A < 1
das orbitas [2].

A menos de conjuntos de medida p nula, podemos eliminar a dependéncia do Numero de
Lyapunov em zg e estabelecer o critério para estabilidade local assintética:

LA >1 = Instabilidade Local do Estado Sincrono
LA <1 = Estabilidade Local do Estado Sincrono

Na expressao acima, quando calculamos L, se optarmos por retirar a dependéncia da condicao
inicial rg, precisamos integrar L com respeito a medida que deixa a funcao g invariante. Com
isso, a expressao que € representada por um somatério de ¢t dependendo de rg, vira uma integral
agora independendo da condicao inicial. O processo é andlogo para a remocao da dependéncia
na condicao inicial de zg da funcao f. Logo, teremos uma integral dupla para o cédlculo de L
(ver Espinosa [2]). Entretanto, o cdlculo de A nao pode ser expresso por uma integral, uma vez
que nao hé varidveis independentes para a equagao (18).

Para resultados mais gerais, pode ser um tanto complicado trabalhar com essas definigoes
de L sem um prévio conhecimento das medidas naturais de probabilidade p e §. As medidas p
e d normalmente trazem caracteristicas singulares como em Eckman e Ruelle [3].

3 Simulagoes numéricas

Calculamos os Numeros de Lyapunov Transversais do sistema (2) onde a funcao f(x¢;7:)
representa a dinamica local definida na equacao (1), e 0 < u < 1.
As condigoes iniciais do sistema sao escolhidas aleatoriamente préximas ao estado sincrono,
ou seja,
XO = (CUO + 0.0161, o + 0.0162, s X0 + 0.016n), (19)
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onde Xg € R, xg = 1 é o ponto de equilibrio homogéneo nao-trivial do sistema e ¢;, i = 1, ..., n,
s@o valores aleatdrios escolhidos entre [—1,1].
Calculamos numericamente Lambda (A) através da equagao

A= max |1 — p)jl, (20)
7j=2,...,n
onde \; sao os autovalores da matriz B, e o nimero de Lyapunov L ¢é dado pela seguinte
expressao
T—1
. — 1 ! (e 1/7
Lasiro) =ty TT 11 oo (21)

Como estamos interessados em analisar a extin¢do da metapopulacio, que esta relacionada
com a sincronizacao de drbitas cadticas, utilizamos valores de r que fagcam a dinamica local
gerar oscilacoes cadticas, nao apenas escolhendo r > 2.5, mas também dando atencao para
nao escolhermos valores que se encontrem nas janelas de periodicidade. Portanto, estamos
interessados apenas onde a fungdao comporta-se de forma cadtica, que segundo o critério mostrado
anteriormente, sera o comportamento de toda a metapopulagao em caso de sincronia.

Para céalculo de L, neste caso em que r depende do tempo, foram escolhidas medidas de
probabilidade naturais.

Para a distribuicao dos valores em r foram escolhidas 5 medidas a serem usadas como exem-
plos, a medida de Dirac no ponto r = g, a medida de probabilidade centrada em dois pontos rq,
ro (periodo 2), a medida de probabilidade centrada em quatro pontos 71, r9, r3 e r4 (periodo 4),
a medida de probabilidade distribuida continua e uniformemente num intervalo [a, b] e a medida
de distribui¢ao de Gauss no intervalo [0, c0).

O critério para a comparacao se dard do seguinte modo:

e Tomamos um rg, o qual utilizamos na distribuicao de Dirac. Escolhemos ry de tal forma que
faga o sistema oscilar de de forma cadtica;

e Para a distribuicao centrada em dois pontos, escolhemos 1 = r9 — 3, 1o = rg + 3, onde 3 é
uma variacao proxima de ro;

e Para a distribuigéo centrada em quatro pontos, definimos 1 = rg—28, 1o = 1r9—0, r3 =19+
ery=ro+ 28

e Para a medida de probabilidade distribuida continua e uniformemente num intervalo [a,b],
definimos a = rg — 2B e b = ry + 20;

ePara a medida de distribuicao de Gauss, tomamos o desvio padrao o = 3 assim, aproximada-

mente 97% das escolhas de r encontram-se dentro de (ro — 30,79+ 30). Desta forma, temos uma
probabilidade quase 1 de distribuicao dos parametros de r para os quais a fungdo exponencial
logistica apresenta comportamento cadtico.

A legenda dos graficos é definida como:

Solugdo LA=1

LA com r variando segundo a distribuicéo de Dirac

LA com r variando segundo a distribuigdo centrada em dois pontos

LA com r variando segundo a distribuicdo centrada em quatro pontos

LA com r variando segundo a distribuicdo continua e uniforme no intervalo [a,b]
LA com r variando segundo a distribuicdo de Gauss

Figura 1: Legenda dos graficos das comparagoes de cada medida de distribuicao.
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Figura 2: Graficos de LA x p para os 5 exemplos de medida de probabilidade. Acoplamento
por Conexao Global com n = 15. (a) g = 3.75, 5 = 0.05; (b) ro = 4.3, 5 = 0.05.

Na figura (2) apresentamos os graficos de LA x p para os 5 exemplos de medida de proba-
bilidade, com acoplamento por conexao global com o niimero de sitios n = 15. A reta constante
equivale a LA = 1, ou seja, qualquer valor acima dessa reta (LA > 1) indica que nosso sistema
nao é localmente assintoticamente estével (estd na regiao de impossibilidade de sincronia) para
tais valores da fragao migratodria p.

Os graficos do lado direito da figura (2) s@o ampliagoes dos graficos do lado esquerdo, res-
pectivamente. O objetivo dessas ampliacoes é o de facilitar a comparacao entre as medidas de
distribuicao. Notamos que para valores menores de p, encontramos impossibilidade de sincronia
para todas as medidas de distribuicao, enquanto que para valores maiores de taxa migratoéria
isso nao ocorre.

Observamos que tanto para rg = 3.75 (caso (a)) quanto para ro = 4.3 (caso (b)), utilizando
B = 0.05, a distribuicdo centrada em dois pontos como a distribuicdo de maior possibilidade
de sincronia. Essa distribuicdo, sincroniza no caso (a) para valores de g > 0.245 e no caso
(b) para valores de 1 > 0.3. Notamos que ao aumentarmos o valor de r, obtemos um nimero
de Lyapunov mais expressivo, e por consequéncia, aumentamos a regiao de impossibilidade de
sincronia.

Ainda investigando a figura (2), no caso (a), a distribui¢ao de r centrada em quatro pontos
é a segunda maior regiao de sincronia. As outras distribui¢cbes permanecem com possibilidade
de sincronia aleatoriamente proximas. A distribuicdo de Dirac possui menor possibilidade de
sincronia, e a mesma ocorre para p > 0.37, seguida pela distribuicao de Gauss e pela distribuicao
continua uniforme, respectivamente. No caso (b), exceto a distribui¢ao centrada em dois pontos,
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todas as medidas estao aleatoriamente préoximas umas das outras. A medida de Dirac possui
menor possibilidade de sincronia, ocorrendo para p > 0.385 seguida pela distribuicao de Gauss,
pela distribuicao continua e uniforme, e pela distribuigao centrada em quatro pontos, sendo essa
dltima, a segunda maior regiao de possibilidade de sincronia.

4 Conclusoes

H4a um numero consideravel de estudos sobre a sincronizagao de metapopulacoes, como
pode ser verificado em Earn [1], Silva [5], entre outros. Segundo Earn [1], o sincronismo esta
fortemente relacionado com a extingao de metapopulagoes, desta forma, quanto mais estudos
propormos nessa area, maior a chance de encontrarmos resultados mais eficientes para tentar
evita-lo.

Através desses exemplos de medidas de distribuicao, ligados a fatores externos, tais como
temperatura, precipitacao e sazonalidade, temos uma ideia mais realista de como a taxa de
reproducao pode variar. Por exemplo, r pode variar em periodos, ou até mesmo variar seguindo
uma, outra distribuicao, por conta da variacao desses fatores externos.

O sistema cuja taxa de reproducao intrinseca da populacao varia através da distribui¢ao cen-
trada em dois pontos possui uma maior possibilidade de sincronizagao, para todos os parametros
de ro estudados nas simulagoes [2]. Portanto, a metapopulagdo em que varia r através dessa
medida possui uma maior possibilidade de sincronizacao, i.é, esta mais suscetivel a exting¢ao
global comparada com outras distribuicao para esse mesmo sistema. Uma espécie que tem sua
taxa de reprodutividade variando no tempo através de dois valores (e.g, inverno e verao), possui
uma probabilidade maior de extingao comparada com a mesma espécie seguindo a distribuicao
de Dirac (r constate), ou comparada aos outros exemplos de distribui¢ao. Logo, concluimos que
a presenca do fator externo aumenta a possibilidade de sincronizagao.

Observamos que hé uma probabilidade maior de sincronia para valores menores de parametro
r e quando o numero de sitios aumenta, a sincroniza¢ao diminui [2]. Concluimos também que
aumentos na fragdo migratéria p levam a uma maior chance de sincronizacao, i.¢, quanto maior
for a fracao de individuos que migra de um sitio para outros, maior sera a possibilidade de
sincronia. Esse resultado vai de acordo com os estudos de Earn et al [1]. A migragao tem um
papel fundamental na sincronizacao da populagao, pois quanto mais conexoes sao estabelecidas
entre os sitios, mais propenso a sincronizacao o sistema se torna [2].
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