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O problema de determinar autovalor de matriz tem importantes aplicações. Por exemplo, o
sistema de pesquisa da Google, [3], onde é utilizado um algoritmo de classificação, denominado
Page Rank, que obtém uma classificação de pesquisas através do cálculo de autovalor da chamada
matriz Google. Também podemos associar o cálculo de autovalores a problemas de processamento
de sinais, veja [4]. É bem conhecido que toda matriz simétrica possui pelo menos um autovalor
real, veja [5, Cap. 13, pag. 160]. Além disso, o valor mínimo da função Quociente de Rayleigh
(QR), é o menor autovalor da matriz simétrica que define essa função, [1, Cap. 2, Prop. 2.1.2]. A
função Quociente de Rayleigh é formalmente descrita por f : Rn

∗ → R, tal que

f(x) =
xTAx

xTx
, (1)

onde (·)T denota a matriz transposta, A é uma matriz simétrica de ordem n× n e Rn
∗ é o espaço

n-dimensional sem a origem. Por outro lado, considerando Sn−1 a esfera n-dimensional podemos
definir a função Quociente de Rayleigh dada em (1) assumindo g : Sn−1 → R, tal que

g(x) = xTAx. (2)

Neste trabalho, a fim de minimizar (1), isto é, determinar o menor autovalor da matriz A, estu-
damos o método do gradiente em contexto Euclidiano (GE). Apresentamos um estudo numérico
comparando a eficiência do GE equipado com as métricas euclidiana, da soma e do máximo. Além
disso, também apresentamos um estudo do método do gradiente em contexto Riemanniano (GR)
para minimizar (2), comparando as duas estratégias GE e GR. Finalmente, desenvolvemos um es-
tudo numérico comparando o desempenho computacional do Algoritmo 2, por atualizar as iteradas
com duas estrategias distintas, isto é, utilizando duas retrações.

O que segue descreve formalmente o método do gradiente Euclidiano.

Algoritmo 1: Método do gradiente Euclidiano (GE)
1 Tome um ponto inicial x0 ∈ Rn, η ∈ (0, 1), ϵ > 0 e faça k := 0.

2 dk := −∇f(xk) =
−2(A− f(xk)I)xk

(xT
k xk)

.

3 Se ||dk||E > ϵ faça

αk := max
{
2−j : f(xk + 2−jdk) ≤ f(xk)− η2−j∥dk∥2E , j ∈ N

}
. (3)

4 xk+1 := xk + αkdk.
5 k ← k + 1 e retome para o passo 2.
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No Algoritmo 1, o passo 2 apresenta a direção de descida do gradiente da função QR. Além disso,
no passo 3, ∥dk∥E denota a norma euclidiana ou a norma do máximo ou a norma da soma.

Por sua vez, o método do gradiente Riemanniano é apresentado como segue:

Algoritmo 2: Método do gradiente Riemanniano (GR)
1 Tome um ponto inicial x0 ∈ Sn, η ∈ (0, 1), ϵ > 0 uma retração R e faça k := 0.
2 dk := −grad f(xk) = 2[xkx

T
k − I]Axk.

3 Se ∥dk∥R > ϵ faça

αk := max
{
2−j : f

(
Rxk

(2−jvk)
)
≤ f(xk)− η2−j∥dk∥2R, j ∈ N

}
. (4)

4 xk+1 := Rxk
(αkvk).

5 k ← k + 1 e retome para o passo 2.

Agora, apresentamos alguns comentários do Algoritmo 2. No passo 2, temos a direção de descida
do gradiente Riemanniano da função Quociente de Rayleigh definida em (2). No passo 3, a métrica
∥ · ∥R é a métrica induzida do Rn e αk é dado pela busca de Armijo em contexto Riemanniano.
Por fim, denotando TxSn−1 como o espaço tangente de Sn−1 no ponto x, no passo 4 as estrategias
de atualização das iteradas são dadas pelas seguintes retrações na esfera, veja [2],

Rx(v) = cos(∥v∥R)x+
sen(∥v∥R)
∥v∥R

v, Rx(v) =
x+ v

∥x+ v∥R
, ∀x ∈ Sn−1e v ∈ TxSn−1. (5)
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