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Resumo. Avaliamos neste trabalho a eficiéncia da combinagdo dos métodos SOR e diferengas finitas
na soluc¢do numérica em malhas estruturadas da equagdo de Poisson, uma equagao diferencial parcial
eliptica de segunda ordem, com condi¢des de contorno de Dirichlet ou de Neumann. Empregamos
os codigos computacionais construidos em linguagem C para testar problemas manufaturados 2D e
3D, assim como problemas singulares 2D. Na visualizagao das solugoes exata e numérica, utilizamos
o Matlab e o Tecplot 360. Concluimos que a combinagdo dos dois métodos, diferengas finitas e
SOR, nao é eficiente para solucionar as equagoes de Poisson 2D e 3D com condigbes de contorno de
Neumann, bem como problemas 2D com singularidades fortes.
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1 Introducao

Figura 1: Nuvem de pontos em
malha estruturada 3D.

Muitos fenémenos fisicos sao modelados por equagoes diferenci-
ais parciais (EDPs) [4]. Esses fenémenos podem ser classificados em
dois tipos elementares: os transientes, que evoluem com o tempo;
0s estacionarios, que estao em um estado de equilibrio e nao evo-
luem com o passar do tempo [3]. Alguns problemas de equilibrio
podem ser modelados por EDPs elipticas de segunda ordem, da
forma

Viu=f, (1)

onde u = u(xy,...,z,), f = f(z1,...,2,) e V? denota o operador
Laplaciano. Se f = 0, a equagdo (1) é denominada equagao de
Laplace; caso contrario, ¢ denominada equacgao de Poisson.

Neste trabalho, investigamos a eficiéncia da combinacao de dois
métodos, diferengas finitas [3] e sobrerrelaxagoes sucessivas (SOR:

Successive Over-Relaxation) [1, 16], na solugdo numérica da equagao (1) em malhas estruturadas
bidimensionais e tridimensionais, esta ultima ilustrada na Figura 1. A implantacido desses dois
métodos numéricos é relativamente simples, sendo adequada a iniciantes no estudo de anélise nu-
meérica. Ao implementé-los, construimos co6digos computacionais em linguagem C [15], compilados
e executados no Dev-C-++ [5], assim como solugdes manufaturadas 2D e 3D para testar esses co-
digos com valores 6timos para o parametro w de sobrerrelaxacao no método SOR. Empregamos
ainda o esquema numeérico para solucionar problemas de equilibrio 2D com singularidades [§], e
visualizamos as solugdes 2D e 3D utilizando, respectivamente, o Matlab [6] e Tecplot 360 [17].
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2 O esquema numeérico

As equacgoes iterativas do método SOR aplicado a equacao (1) para n = 2 e n = 3, discretizada
com diferengas centradas de segunda ordem [3], sdo dadas, respectivamente, por:

u%ﬂ) =(1— w)ug? + 2(%62) (uz(ﬁ)l,j n uE’ifj) n 62u§f§)+1 n e2u§gt11> _ (Az)? fm) ; @)
ugkj—;l) =(1- w)uikj)k—k
T 5((an)? +O(JAy)2 = () (s +uli00) + (a0)? (ulyy o +ut00)) +
PR +wAy>2 +e2) (52“3%1 +etuphy <M)2<Ay>2fm,k) ’ (3)
onde: Az, Ay e Az s@o os passos espaciais nas diregoes x, y e z, respectivamente; € = A—;;
€ = Aijﬁy; w > 1 é o parametro de sobrerrelaxagao no SOR; k+ 1, £k = 0,1,2,..., indica a

iteragado em curso.

3 Simulacoes numéricas

Nos testes com condig¢oes de contorno de Dirichlet, aplicamos o operador Laplaciano discreto nos
pontos interiores da malha, mantendo a solugao exata nos pontos de fronteira. J&a com condigoes
de contorno de Neumann, aplicamos o operador Laplaciano discreto em todos os pontos da malha.
Neste caso, precisamos calcular valores para pontos fantasmas. Para atribuir valores para esses
pontos, empregamos a discretizacao centrada de segunda ordem para a derivada primeira. Para o
método SOR, adotamos uma variaco relativa de 1076 e um nimero méaximo de iteracdes de 10°.

3.1 Solugoes manufaturadas 2D e 3D

Uma solugdo manufaturada para a equagdo (1) é uma solugao construida por intermédio da
determinacao da funcao f a partir da atribuicdo de uma funcéo para u. A partir desta atribuicéo,
deriva-se u em relag@o as variaveis independentes |9, 12].

Problema 3.1. Poisson 2D com condigoes de contorno de Dirichlet.

u(z,y) = In(xy + 2)cos(zy), (v,y) € [0,3] x [0, 3] (4)

0? 0? 2(x% +y?)sen(zy) (22 + y?)cos(xy)
@u(a:, y) + a—y2u(aj, y) = — (2% + y*)cos(zy)in(zy + 2) — P - (wy +2)°

Este teste foi construido com condigGes iniciais nulas no interior do dominio e com condigoes
de contorno de Dirichlet, dadas por: u(z,0) = In(2); u(z,3) = In(3z + 2)cos(3x); u(0,y) = In(2);
u(3,y) = In(3y + 2)cos(3y). A Tabela 1 relaciona os resultados numéricos nas malhas 500 x 300
e 1000 x 1000, enquanto a Figura 2 ilustra a solugdo manufaturada (4) e a solucdo numérica, esta
em uma malha 100 x 100.
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Tabela 1: Solugao numérica do Problema 3.1 pelo método SOR, com w = 1,9.

Nuamero de iteragdes || erroabsoluto || Tempo de CPU (s)
Az = 0,006 Ay =0,01
16958 6,49659¢ — 005 5785 s
Az = 0,003 Ay — 0,003
79519 7,90026e — 006 2,621e + 004 s

(a) (b)

Figura 2: Solugdo manufaturada do Problema 3.1: (a) solugdo exata; (b) solu¢do numérica usando SOR,
com Az = Ay = 3x1072, w = 1,9, 838 iteracdes, || erro absoluto ||co= 7,86052¢ — 004 ¢ tempo de CPU de
3,11 s.

Problema 3.2. Poisson 3D com condigoes de contorno de Dirichlet.

ule,y,2) = sen(e)y + cos(y)z + ez, (2,9,2) € [0,1] x [0,1] x [0,1]
2 82 82
o ) (l‘ Y,z ) 8 9,2 (:E Y,z ) Oz 9.2 (‘T Y,z ) = _Sen(m)y - COS(y)Z + e’

Este teste foi construido com condigoes iniciais nulas no interior do dominio e com condigoes
de contorno de Dirichlet, dadas por: u(x,y,0) = sen(x)y + x; u(z,y,1) = sen(z)y + cos(y) + ex;
u(0,y, 2) = cos(y)z; u(l,y, z) = sen(1)y + cos(y)z + e*; u(x,0, 2) = z + e*x; u(x, 1, 2) = sen(x) +
cos(1)z+e*x. A Tabela 2 relaciona os resultados numeéricos nas malhas 50 x 10 x 10 e 50 x 50 x 50,
enquanto a Figura 3(a) ilustra a solu¢do numérica em uma malha 100 x 100 x 100.

Tabela 2: Solugao numérica do Problema 3.2 pelo método SOR, com w = 1,9.

Numero de iteragoes || erroabsoluto ||,  Tempo de CPU (s)
Az =0,02 Ay=0,1 Az=0,1
175 6,53754e — 005 0,7885 s
Az = 0,02 Ay = 0,02 Az =0,02
179 3,16834e — 006 7,263 s

Problema 3.3. Poisson 8D com condigoes de contorno de Neumann.

u(z,y, z) = cos(2mx)cos(2my)cos(2mz), (x,y,z) € [0,1] x [0,1] x [0,1]
0? 0? 0?
Wu(x,y, z) + a7 u(z,y,z) + 9.2 u(z,y, 2) = —12n%cos(2mx)cos(2my)cos(2n2)
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4
365455
3.30909
256364
261818
227273
1.82727
1.58182
1.23638
0.880908
0.545455
0z

-0.405691
-0.672727
-0.736364

(a) (b)

Figura 3: (a) Solugdo numérica do Problema 3.2 usando SOR, com Az = Ay = Az = 1072, w = 1,9,
576 iteragoes, || erroabsoluto ||oo= 3,94529e — 005 e tempo de CPU de 163,4 s; (b) solugdo numeérica do
Problema 3.3 usando SOR, com Az = Ay = Az = 2x1072, w = 1,9, 620 iteracdes, || erroabsoluto ||co=
1,31701e — 003, tempo de CPU de 34,43 s e variagao relativa maxima no SOR igual a 9,82617e — 007.

Este teste foi construido com condigoes iniciais nulas no interior do dominio e com condigoes

0
de contorno de Neumann, dadas por: —au(x,y,O) = 0; au(x,y,l) =0 —%U(O,y,z) = 0;

iu(l, y,z) =0; —gu(x, 0,2)=0 u(z,1,2z) = 0. A Tabela 3 relaciona os resultados numéricos
Y

Jr ; 8_y
nas malhas 50 x 10 x 10 e 80 x 80 x 80, enquanto a Figura 3(b) ilustra a solu¢ao numérica em uma
malha 50 x 50 x 50.

Tabela 3: Solugao numérica do Problema 3.3 pelo método SOR, com w = 1,9.

Numero de iteragoes || erroabsoluto || Tempo de CPU (s) Variagao relativa méaxima
no SOR
Ax = 0,02 Ay =0,1 Az=0,1
295 2,2583e — 002 0,9348 s 9,85619e — 007
Az =0,0125 Ay =0,0125 Az =0,0125
100001 5,142e — 004 1,575e 4+ 004 s 24013, 4

3.2 Problemas singulares 2D

Um ponto singular, ou singularidade, é um ponto no qual uma fungao nao é definida ou deixa de
ser “bem-comportada” devido, por exemplo, & falta de diferenciabilidade ou de analiticidade. Apli-
camos o esquema numérico em problemas singulares 2D propostos por [8| para testar singularidades
em malhas adaptativas.

Problema 3.4. Singularidade na fronteira esquerda.

u(e,y) =2, (z,y) € [0,1] x [0,1] (5)
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0? 0? 19
@u(x, y) + a—yzu(x,y) =—0,09z""
Este teste foi construido com condic¢oes iniciais nulas no interior do dominio e com condigoes
de contorno de Dirichlet, dadas por: u(z,0) = z%1; u(z,1) = 2%1; w(0,y) = 0; u(l,y) = 1. A
Tabela 4 relaciona os resultados numéricos nas malhas 500 x 500 e 1000 x 1000, enquanto a Figura
4 ilustra a solugdo manufaturada (5) e a solugdo numérica, esta em uma malha 500 x 500.

Tabela 4: Solugao numérica do Problema 3.4 pelo método SOR, com w = 1,9.

Nuamero de iteragoes || erroabsoluto ||oc Tempo de CPU (s) Variagdo relativa maxima
no SOR
Az = 0,002 Ay = 0,002
9536 4,51217e — 001 360 s 9,99538e — 007
Az = 0,001 Ay = 0,001
30685 4,22729e — 001 4800 s 9,99882e — 007

(a) (b)

Figura 4: Solugdo manufaturada do Problema 3.4: (a) solugdo exata; (b) solugdo numeérica na malha
500 x 500.

Problema 3.5. Singularidade interior.

w(z,y) = cos(my/2) se —1<z2<0 (6)
= cos(my/2) + 2% se0<ax <1
2
flcos(ﬂ—y) se —1<z<0
52 52 4 2
@U(%y) + @u(xay) =

2
—0,09z— 19 — %cos (%) se0<z<1

Este teste foi construido com condigGes iniciais nulas no interior do dominio e com condigoes
de contorno de Dirichlet, dadas por:

0 se —1<2<0 0 se —1<2<0

-7 s u(x,l) = - 7 s u(-1,y) = cos(my/2);
291 se < <1 ( ) 291 sel0<zx<1 ( v) (my/2)
u(l,y) = cos(my/2) + 1. A Tabela 5 relaciona os resultados numéricos nas malhas 500 x 500 e
1000 x 1000, enquanto a Figura 5 ilustra a solugdo manufaturada (6) e a solugdo numérica, esta

em uma malha 500 x 500.

u(z,—1) =
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Tabela 5: Solugao numérica do Problema 3.5 pelo método SOR, com w = 1,9.
Nuamero de iteragdes || erroabsoluto | Tempo de CPU (s) Variagao relativa maxima
no SOR

Az = 0,004 Ay = 0,004
9289 7,88971 180 s 9,99656e — 007

Az = 0,002 Ay = 0,002
29780 14,4606 4980 s 9,99981e — 007

(a) (b)

Figura 5: Solugdo manufaturada do Problema 3.5: (a) solugdo exata; (b) solu¢do numeérica na malha
500 x 500.

4 Consideracgoes Finais

A anélise dos testes comprova que o refinamento da malha nao necessariamente provoca erros
absolutos menores. Nos testes para verificar o parametro de sobrerrelaxacao w 6timo, constatamos
que, para w = 1,6, o método SOR exigiu menor numero de iteragoes para se atingir a variagao
relativa em malhas grossas, como 10 x 10 ou 10 x 10 x 10. Em malhas mais finas, o valor 6timo
observado foi w = 1,9 [7]. Esses valores para o parametro w sdo compativeis com dados disponiveis
na literatura [14].

Na solugdo numérica da equagao (1) com condigdes de contorno de Dirichlet, o método SOR
mostrou-se eficiente (ntimero de iteragbes x variagdo relativa X erro absoluto x tempo de CPU)
em malhas isotropicas (Ax = Ay = Az) e anisotropicas (Azx # Ay # Az). No teste com condigoes
de contorno de Neumann, construido respeitando-se a condigao de compatibilidade fQ =1 909 =
0 [12, 16], onde 2 representa o dominio, 92 a fronteira do dominio e g as condig¢oes de contorno,
o método SOR convergiu lentamente, mesmo em malhas mais finas, fato evidenciado pelo numero
maximo de iteragoes 10° ser empregado sem que a variagao relativa 1075 imposta fosse alcangada |7,
11]. Quanto aos testes com singularidades fortes, observamos grandes erros absolutos apesar da
variagao relativa maxima do método SOR ser inferior ao limite predeterminado (107°).

Desta forma, concluimos que a associacao dos métodos SOR e diferencas finitas em malhas
estruturadas néo é eficiente para solucionar a equagdo (1) com condigdes de contorno de Neu-
mann ou com singularidades fortes. Problemas como esses podem ser eficientemente solucionados
com outras técnicas, como métodos multinivel-multigrid em malhas adaptativas com refinamento
local [2, 10, 12, 13].
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