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Resumo: Apresentamos um modelo metapopulacional composto por sitios distribuidos em duas
escalas geogrdficas e habitados por multi-espécies. Na escala local, os sitios estao acoplados por
processo de curta dispersao formando um grupo de sitios, ou conglomerados. Na escala regional,
consideramos grupos de sitios conectados por processo de longa dispersao. Analisamos a sin-
cronizacdo do modelo e apresentamos um critério analitico para a sincronizagcdo onde todos os
grupos de sitios evoluem com a mesma densidade. Através de simulagcoes numéricas, discutimos
os diferentes modos de sincronizacdo que dependem de como os individuos se distribuem nos
sitios que compoem um conglomerado.

Palavras-chave: Metapopulacao, sincronizagao, multi-espécies, curta e longa dispersao.

1 Introducao

A maior parte da teoria e aplicagdes em metapopulacao considera uma unica espécie [2, 8].
Entretanto, modelos reais com sitios conterdo uma colecao de espécies. A dinamica individual
de cada espécie pode apresentar interacoes bioldgicas como competicao, predacao, parasitismo
que podem afetar a composigao e estabilidade da metapopulacao [6, 8, 9]. Em [6] foi analisado a
estabilidade local de equilibrios homogéneos (todas as populagoes locais tem a mesma densidade
a cada geracao) e concluiram que a sua estabilidade local depende dos autovalores da matriz
que representa o agrupamento dos sitios. Um resultado obtido em [8] é que a dispersdo nao
possui efeito na estabilidade de equilibrios homogéneos quando a dindmica local de cada sitio é
dada por uma simples espécie ou até mesmo por espécies que competem [8]. Por outro lado, se
a dinamica local é dada por um modelo hospedeiro-parasitéide com taxas de dispersao extremas
(uma alta e a outra baixa), a dispersao pode causar instabilidades [9].

Neste trabalho descrevemos um modelo metapopulacional com multi-espécies que habitam
sitios distribuidos em duas escalas geograficas. Na se¢@o 2, apresentamos o modelo de equacoes
discretas. Na secao 3, analisamos a estabilidade local de trajetérias sincronizadas e obtemos um
critério baseado no célculo dos niimeros transversais de Lyapunov. Na secao 4, descrevemos as
simulacoes numéricas e comentarios finais sao feitos na secao 5.

2 Modelo Metapopulacional

Iniciamos descrevendo o modelo visto na escala local, ou seja, a unidade basica é um sitio
e individuos dispersam entre os sitios que compodoem um grupo. Em seguida, consideramos
o modelo visto de uma escala regional, ou seja, a unidade bésica é um grupo de sitios e os
individuos migram entre esses grupos.

2.1 Modelo Metapopulacional Local

Iniciamos descrevendo o modelo visto da escala local. Assumimos d sitios enumerados por
1,2,...,d onde p espécies interagem e conectados por processo de curta dispersao. A dindmica
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local de cada sitio é dada por um mapeamento F : RP — RP de classe C'. Na falta de dispersao
entre os sitios, a evolucao da populacao é dada por

i i
Xi11 = Fi(xy), (1)
. i1 i 2 . , . . L. . N
onde x} = (zy",zy7,...,2y") € RP é o vetor de densidade populacional do sitio i e cada xy?
representa a densidade de individuos da espécie q, g = 1,2,...,p, no sitio 4, 1 = 1,2,...,d, no

passo de tempo t. A funcao F resulta no nimero de individuos da espécie ¢ apds a interagao com
as outras espécies e pode ser dada por modelos conhecidos da literatura como interacao presa-
predador, interagao hospedeiro-parasitéide, competicao de espécies ou sistemas epidemioldgicos.

Apés a dinamica local dada por (1), individuos migram entre esses sitios. Seja m, a fracao
de individuos da espécie ¢ que parte do habitat i, 0 < m; <1, ¢ = 1,2,...,p. A densidade
de individuos que parte do sito i no passo de tempo ¢ é dado por Mgy F(x!), onde Mgy =
diag(my,ma,...,my), i = 1,2,...,d. Assim como no caso de uma simples espécie, o processo
de migracao entre os sitios é descrito por uma matriz de configuracao I' com entradas ~;; que
representa a preferéncia de individuos que partem do sitio k se estabelecer no sitio ¢, 0 <
e < 1,4,k = 1,2,...,d. Fazendo essas consideragoes, o numero de individuos que partem
do sitio i e movem-se para o sitio k é v;xMpgrF(x}). Supomos que individuos ndo retornam
ao sitio original, portanto 7; = 0 para todo ¢ = 1,2,...,d. Além disso, com a suposi¢ido na
conservagao de individuos durante a dispersao, temos Z?Zl vix = 1, para todo k =1,2,...,d.
Portanto, podemos escrever as equagoes descrevendo a dinamica do sistema de sitios conectados
por processo de curta dispersao e com multi-espécies por

d
Xj = —Mpgp)F(x}) + > vuMprF(xf), i=1,2,....d. (2)
k=1

2.2 Modelo Metapopulacional Regional

O modelo metapopulacional em duas escalas geograficas considera grupos de sitios com multi-
espécies e conectados por processo de longa dispersao. Em cada grupo, os sitios estao conectados
por processo de curta dispersdo. Denotamos por x7”? o nimero de individuos no sitio i do
grupo j da espécie ¢, i = 1,2,...,d, j =1,2,...,n, ¢ =1,2,...,p, no tempo t. A distribuicao
de individuos em cada grupo de sitio j é descrita pelo vetor de dimensdo dp dado por X} =
(x{l,x{Q,...,xgd) € R, onde x{i = (x{i’l,acgw,...,xgw) € RP. Supomos que individuos
migram entre os sitios de cada grupo antes do processo de longa dispersao. Portanto, movimentos
locais precedem dispersao regional. Definimos a seguinte funcio vetorial F : R%® — R para
descrever o processo de dinamica local em cada grupo de sitio j

(I — MEL)F(Xgl) + zzzl ’YlkMELF(ng)

(I = Mpr)F(x{) + X4y 7 MpL F(x]") (3)

(I — MEL)F(X{d) + Zzzl ’deMELF(xgk)

Apbs ocorrer a dindmica local em cada grupo de sitios, individuos migram entre os gru-
pos por processo de longa dispersao. Seja ;4 a fracao de individuos da espécie g que parte
do sitio ¢ de qualquer grupo em um movimento de longa dispersao e se estabelece no grupo
vizinho. Consideramos que os individuos de cada espécie migram para os grupos vizinhos e se
distribuem com diferentes probabilidades nos sitios locais. Individuos podem migrar para um
grupo vizinho e ter uma preferéncia para se estabelecerem em determinados sitios, ou individuos
podem escolher os sitios locais no grupo vizinho com a mesma probabilidade. De modo a ter
essa consideracao no modelo, definimos o coeficiente de interacao por wzi, 0< wgi < 1, para
todoi,k=1,2,....,deqg=1,2,...,p. Esse coeficiente representa o percentual de individuos da
espécie g que parte do sitio ¢ num determinado grupo e se estabelece no sitio k do grupo vizinho.
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Portanto, individuos que chegam em um novo grupo se distribuem nos d sitios em proporgoes
q .4 q d q _ ;
dadas por w{,, w3, ..., wy,, onde > ¢ | wy =1 (ver Figura 1).

Grupo !/ Grupo j

Figura 1: Distribuicao de individuos de uma determinada espécie entre os grupos. Uma fragao
de individuos ;4 da espécie g parte do sitio i de um grupo [ e uma fracao c;; migra para o
grupo vizinho j. Os individuos que chegam em [ se distribuem nos d sitios com propor¢oes wgi.

A fracdo de individuos que parte do sitio ¢ do grupo [ e chega no sitio k do grupo j ¢ w{.c;ifiiq-

Fazendo essas consideracoes, a fracao de individuos que parte do sitio ¢ no grupo [ e chega
no sitio k£ do grupo j é dada por wgicjl,ui,q. Portanto, podemos escrever um sistema de equagoes
descrevendo a dinadmicas do modelo metapopulacional de sitios com multi-espécies e distribuidos
em duas escalas como

Xl = -Mga)F(X])+ ) cqiWMgeF(X}), j=12,...,n. (4)
=1

onde Mpg¢g é uma matriz de dimensao dp x dp dada por diag(Mi, Ma, ..., My), onde cada M;
¢ matriz de dimensao p x p dada por diag(j; 1, fti 2, - -, thip). A matriz W de dimensao dp x dp
possui entradas dadas por W, tal que Wy, = diag(wilk, w?k, el wfk), paratodoi,k=1,2,...,d.
As entradas Wy, da matriz W representam a preferéncia de cada espécie se estabelecer num sitio
do grupo vizinho.

A matriz W é denominada matriz de distribui¢ao e diz como os individuos se distribuem
nos grupos de chegada. A soma de uma coluna de W deve ser zero ou 1. No caso da soma
da coluna de W ser zero significa que a espécie do correspondente sitio nao contribui com a
dispersao. No caso de ocorrer dispersao, a coluna de W deverd somar 1. Uma distribuicao
uniforme é obtida no caso de todas as entradas da diagonal de W;; serem iguais a é. Observe
que essas consideracoes sobre como migrantes se distribuem no grupo de origem e de chegada
valem independentemente de quais sao os grupos de origem e chegada. Modelos mais realisticos
poderiam incluir tal dependéncia, portanto, poderiamos considerar uma familia de matrizes de
distribuicao Wy, j #1 = 1,2,...,n. Em tais modelos, as unidades bésicas nao seriam todas
iguais e, portanto, faltariam algumas simetrias na rede para garantir a existéncia de sincronismo,
que serd discutido a seguir.

3 Sincronizacao e Estabilidade Transversal do Modelo Regional

A seguir, obtemos um critério para a estabilidade assintética local de solugoes sincronizadas
baseado no calculo dos nimeros transversais de Lyapunov. Consideramos que sincronizagao
ocorre se a densidade de todos os grupos ¢ a mesma, ou seja, X! = X§,7=1,2,...,n, onde
X7 = (x{,x?,...,x}) € R%, e cada x} = (:c;’l,xi’Q, . ,mi’Q) € RP,t=0,1,2,.... Substituindo
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th = X/,7=1,2,...,n, na equagao (4), obtemos a existéncia de tais solugdes se » ;" | ¢;; = 1.
Além disso, a dinamica de cada grupo no estado sincronizado satisfaz
Xi = (I —Mge + WMgq)F(X;). (5)

O conjunto solugao de (5) representa o estado sincronizado e depende da dinamica local de
cada grupo e do processo de dispersao. Para analisarmos a estabilidade assintdtica do estado
sincronizado, supomos que a matriz C é diagonizdvel e decompomos a matriz Jacobiana de (4)
em blocos. Linearizando o sistema de equagoes (4) em torno do estado sincronizado, obtemos

At+1 = J(Zf)Ata (6)

onde A; € R™ ¢ a perturbagdo do estado sincronizado, z; = (X7, ..., X;) € R" é a trajetéria
sincronizada, e J(z;) é a matriz Jacobiana de (4) aplicada em z{ que pode ser escrita como

J(zf) = (I = Mgg) @ DF(X7) + (C @ WMEgq) DF (X7), (7)

onde ® representa o produto de Kronecker.

Supondo que a matriz C' é diagonalizdvel, existe uma matriz inversivel @} tal que A* =
QCQ™!, onde A* = diag(Mo, A1, ..., An—1), € A; sdo os autovalores de C, j = 0,1,...,n — 1.
Fazendo a mudanca de variaveis Y; = (Q ® I)A4, e considerando (6) e (7), temos

YVisi = (Q®I)I® DF(zf) — I @ MpgDF(z) + C @ WMEgeDF(X7))A,
= Q®DF(X}) - Q ® MpeDF (X7) + QC ® WMpaDF (X7)A, (8)
= I® DF(X}) - I ® MggDF(X}) + A* @ WMgeDF(X})Y;,

pois Ay = (Q ® I)7YY; = (Q~! ® I)Y;. Desde que A* = diag(\o, A1, ..., An_1), Obtemos
n—1
Yirr = @I — Mpg + A WMg) DF(X])Yi, (9)
§=0
onde P representa a soma direta.

A importancia da decomposi¢ao por blocos em (9) estd no fato que a estabilidade local do
estado sincronizado do sistema (4) pode ser estudado analisando o espectro dos blocos individuais
de (9). A matriz C é duplamente estocastica (todas as linhas e todas as colunas somam 1), por
aplicacao do Teorema de Gershgorin, temos que A\g = 1 é o autovalor dominante de C'. O bloco
correspondendo a tal autovalor corresponde a matriz variacional do sistema de equagoes (5)
que gera a trajetdria sincronizada, enquanto os outros n — 1 blocos correspondem as direcoes
transversais do estado sincronizado e governam sua estabilidade assintética local. De modo a
descrever o comportamento do atrator sincronizado e sua estabilidade assintética local, definimos
o numero paralelo de Lyapunov, h, por

h(z) = lim |[Pos1 ... ParPool /7, (10)

onde Pot = (I — Mgg + WMEgq)DF(X7), e o maior nimero transversal de Lyapunov, K, por

K(X;) = j_max (lm |[Pjry - .- Pa Pyl v, (11)

1,...,n—1

onde Pj; = (I —Mpgg + \;WMEgq))DE(X}), j =1,2,...,n — 1, para todos pontos iniciais X.

Seja p medida natural de probabilidade para g, onde g : R®? — R ¢ dada por g(z) =
(I — Mgg + WMEgq)F(X), ou seja, o mapeamento que gera o atrator sincronizado dado na
equacdo (5). Supondo a integrabilidade de In™ || [I — Mpg + \;WMpgg|DF(X) || com a
ergodicidade de p, podemos aplicar o teorema Ergédico de Oseledec [3] para garantir a existéncia
e unicidade dos limites definindo h em (10) e K em (11) e estabelecer um critério para a
estabilidade assintdtica de um atrator contido na variedade invariante sincronizada por

K <1. (12)

O valor h estd associado ao atrator sincronizado e trajetérias cadticas sao observadas se
h > 1, enquanto trajetorias periédicas para h < 1.
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4 Aplicagoes e Simulagcoes Numéricas

Quando espécies interagem, a dinamica de cada espécie é afetada. O uso de modelos para
entender as interagoes entre espécies, tais como presa-predador ou hospedeiro-parasitoide, foi
inicialmente feito por Vito Volterra [10]. A motivacao foi que as oscilagoes observadas em
populacoes de peixes poderiam ser explicadas formulando equagoes diferenciais que explicassem
essa interacao entre presas e predadores.

Um modelo de equagoes discretas que analisam a interacao de hospedeiros e parasitéides
foi desenvolvido por Nicholson e Bailey [7]. Nesse modelo, temos um ponto fixo positivo que é
instavel. Um nuimero de fatores estabilizantes foram impostos sobre o modelo de modo a esta-
bilizar a coexisténcia de espécies nesses sistemas [1, 4]. Um modelo que apresenta coexisténcia
de hospedeiros e parasitéides é dado por

Nip1 = Neexp(r(l — M)—a,Pt)

P = cNy(1—exp(—ah;)), (13)

onde N; é o ntimero de hospedeiros e P; é o nimero de parasitéides no passo de tempo t.
A constante c¢ representa o nimero médio de novos parasitéides gerados por hospedeiro e a é
uma constante que determina a eficiéncia dos parasitéides. Podemos verificar que o sistema de
equa(;()es acima possui 3 equilibrios: (0,0), (k,0) e (N*,P*), onde P* = Z(1 — —) e N* satisfaz
(1= N—) =1—exp(—r(1— ]\%)) Os pontos de equilibrio (0,0) e (k:,O) sao instaveis, enquanto
a estabilidade de (N*,P*) depende dos parametros do modelo [1]. Além disso, o sistema de
equacoes (13) pode apresentar variados comportamentos, ver figura 2. Nessa figura, apresenta-
se o valor do numero de Lyapunov, L, de (13). Trajetérias peridédicas sao caracterizadas para
L < 1, enquanto as cadticas para L > 1.

(a) (b) c (d)
250 300 600 © 1000
249 2000 [ 400
=z =z 4 } =z Z" 500
248 ) 100 o 200
247 0 0 ol
42 44 46 0 100 200 0 500 1000 0 1000 2000
P P P P,

t t t

Figura 2: Comportamento do sistema hospedeiro parasitéide com a = 0,01. (a) r =2, ¢ =0, 5,
L=0,85 (b)r=2c=11,L~1 (c)r=2c=3L=1105 (d)r=3,1,c=3,L=1,368.

Apresentamos um caso particular do modelo onde individuos migram preferencialmente para
um determinado sitio no grupo vizinho. A dindmica local de cada sitio é dada por (13) e ha dois
sitios em cada grupo, sem migracao entre eles. Além disso, consideramos os grupos de sitios
conectados com os dois vizinhos mais proximos em forma de anel com uma dispersao simétrica,
ou seja, 50 % de individuos para cada grupo. Assim, a matriz C' ¢é inversivel e seus autovalores

sao dados por )\0—16)\]2008( 1), i=1,2,.

Durante a migracao entre os grupos, supomos que tanto os hospedeiros quanto os parasitéides
migram preferencialmente para o sitio de nimero 1 no grupo de chegada. Nesse caso, a matriz
de distribuicao é dada por

1 0 1 0
01 0 1
W= 00 0 O (14)
00 0O
Portanto, o sistema de equagoes (5) pode ser escrito como
1

NiG = NPeap(r(l = 87) —aBl) 4y N enp(r(l = 57 — aPf)
P = eN, % (1 — exp( aP!*)) + ppeN; 25(1 — exp(— aP ) (15)
NI = (1= )N eap(r(l = =) — aP?)
P = (1 — pp)eNP5(1 — exp( aP%)).
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onde Nti e Pti * representam os hospedeiros e parasitéides em cada sitio i,i = 1, 2.

A Figura 3 mostra o comportamento das trajetorias sincronizadas em fungao do parametro
i, onde p := puy = pp. Em (a), observa-se extin¢ao no sitio 2 e isso é caracterizado por altas
taxas de migracao. Em (b), (c¢) e (d), observa-se uma regido onde as trajetérias convergem
para um ponto fixo caracterizando um efeito estabilizador. Além disso, devido ao movimento
preferencial, os atratores sincronizados tendem a ter mais densidade populacional no sitio 1
para qualquer valor da fracdo de migragao. Observe que esse efeito estabilizante é caracteri-
zado por ciclos limites que diminuem sua circunferéncia a medida que a taxa de migragao é
aumentada até convergir a um ponto fixo (Figura 4 coluna (iii), (c) e (d)). A Figura 4 mostra
o maior nimero tranversal de Lyapunov. Observamos que trajetdrias sincronizadas periddicas
sao estdveis (Figura 4 (a) e (b)). Enquanto os casos onde a dindmica local de cada grupo exibe
caos, as trajetérias sincronizadas dependem da fragao de dispersao (Figura 4 (c) e (d)).

[0} (ii) (i) (iv)

400 — 400 400 15
S e NE} 1
(@ & 200 200 ~ 200 =
z i z . . 05
0 0.5 1 0 05 1 0 200 400 0 0.5 1
H i Pl i
400 15
. 1
(b) =~ 200 =
( . 0.5
— -
0 0
1 0 200 400 0 0.5 1
1
Py H
1000 15 J
1
(© = 500 <= \/\/
o 0.5
0 0
1 0 500 0 0.5 1
P! H
3000 3000 2000 15
<3 2000 A< 2000 i 1
@ = ‘ S % 1000 -
z i 0.5
™ o .
0 500 1000 0 05 1
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Figura 3: Comportamento do atrator sincronizado para dois sitios com distribuicao preferencial
ea=0,0l (a)r=2,¢=05 (b)r=2,c=1,1. (c)r=2,c=3. (d) r=3,1,c=3. (i) N}
em preto e P! em vermelho. (ii) N? em preto e P? em vermelho. (iii) N} vs P! para u = 0,01
em preto e 4=0,5 em vermelho. (iv) Nimero paralelo de Lyapunov vs p.

(a) (b) (c) (d)
2 2 2 2
15 15 15 15
¥ 1 ¥ 10 ¥ o1 W/ ¥ 1
05 05 0.5 05
0 0 0 0

0 05 1 0 05 1 o 05 1 0 05 1
i H H H

Figura 4: Numero transversal de Lyapunov considerando 2 sitios em cada grupo e distribuicao
preferencial vs u. Considera-se 5 grupos acoplados com os dois vizinhos mais préximos em forma
deanelea=0,01. (a) r=2,¢=0,5. (b)r=2,c=1,1. (¢c)r=2,¢c=3. (d) r=3,1, c= 3.
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5 Discussao

Apresentamos uma rede de sitios com multi-espécies e sitribuidos em duas escalas geograficas.
Na escala local, os individuos migram entre os sitios que compoem um grupo por Processo
de curta dispersao. Na escala regional, os individuos migram entre os grupos por processo
de longa dispersdo. Analisamos o fenémeno de sincronizagéo entre os grupos e obtemos um
critério analitico para a estabilidade assintética de trajetoérias sincronizadas baseado no calculo
dos nimeros de Lyapunov. O calculo do critério é obtido através da decomposicao em blocos da
matriz Jacobiana que nos permite descrever o comportamento das trajetérias sincronizadas e de
sua estabilidade assintética. O ponto chave é que um dos blocos corresponde a matriz variacional
que gera as trajetdrias sincronizadas. Desse bloco, calculamos o niimero paralelo de Lyapunov,
h, que informa o comportamento das trajetdrias sincronizadas, ou seja, periddica (h < 1) ou
cadtica (h > 1). Os demais blocos correspondem as diregdes transversais e deles calculamos o
maior numero transversal de Lyapunov, K, que informa quando érbitas que inciam préximas ao
estado sincronizado sao atraidas (K < 1) ou repelidas (K > 1) a ele.

As simulagoes numéricas mostram as diferentes trajetérias sincronizadas geradas pelo pro-
cesso migratério. Na situagdao onde o modelo local de cada sitio considera a interacao entre
hospedeiros e parasitdides e individuos migram para os grupos vizinhos e se distribuem prefer-
encialmente num determinado sitio, o comportamento das trajetorias sincronizadas apresentam
um efeito estabilizante a medida que a taxa de migragao é aumentada (Figura 3) e a estabilidade
de tais trajetérias depende do processo migratério (Figura 4). Obviamente, outras dinamicas
locais e outras formas de distribiucao poderiam ser consideradas, mas os resultados apresentadas
informam fatores relevantes devido ao processo migratério e de como os individuos se distribuem
nos diferentes grupos de sitios.
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