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Resumo. Reavaliamos neste trabalho a solugdo de problemas geométricos empregando o Google
Earth. Segundo as etapas da solugdo de um problema estabelecidas por George Polya, a fase
de retrospecto possibilita o aperfeicoamento da capacidade de resolver problemas assim como a
consolidagao de conhecimentos. Nesse processo, selecionamos dois problemas geométricos onde
a analise da solucao possibilita extrapolar conceitos euclidianos e introduzir nogoes de geometria
esférica. Concluimos que o emprego de tecnologias digitais, como o Google Earth, é importante na
verificagao da solugdo dos problemas geométricos selecionados, estando em consonéncia com o que
estabelece a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) sobre o uso dessas tecnologias no ensino de
matemaética.

Palavras-chave. Geometria Esférica, GPS, ENEM, BNCC, Ensino de Matematica.

1 Introducao

A arte de resolver problemas é quase tao antiga quanto a arte de contar. Porém, essa arte exige
método. O matematico hungaro George Polya (1887-1985) estabeleceu, na obra A arte de resolver
problemas: um novo aspecto do método matemdtico [16], quatro fases na solugdo de um problema:
a compreensao do problema; o estabelecimento de um plano; a execugao do plano; o retrospecto.
Esta dltima fase é caracterizada pela verificagao e reavaliagao. Polya enfatiza que o retrospecto é
uma fase importante e instrutiva do trabalho de resolucdo, pois permite aperfeicoar a compreensao
da solucao e consolidar conhecimentos.

A Base Nacional Comum Curricular [5] associa, na quinta competéncia geral, a resolugao de
problemas ao emprego de tecnologias digitais.

Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informagao e comunicagao de forma
critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas préaticas sociais (incluindo as escolares)
para se comunicar, acessar e disseminar informagoes, produzir conhecimentos, resolver
problemas e exercer protagonismo e autoria na vida pessoal e coletiva ([5], p. 9).

Para o Ensino Fundamental, a BNCC designa em sua quinta competéncia especifica de mate-
maética: “Utilizar processos e ferramentas mateméticas, inclusive tecnologias digitais disponiveis,
para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de outras areas de conhecimento, validando
estratégias e resultados” ([5], p. 267).

Associando as ideias de Poélya com as competéncias da BNCC, selecionamos dois problemas
geométricos presentes em testes oficiais para reavaliar a solugao na fase de retrospecto usando
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tecnologias digitais. O primeiro problema é uma questao do Exame Nacional do Ensino Médio
(ENEM), enquanto que o segundo é uma questdo do exame de selecdo do Instituto Federal de
Pernambuco (IFPE) para os cursos técnicos integrados PROEJA (Programa Nacional de Integragao
da Educagao Profissional com a Educacao Béasica na Modalidade de Educagao de Jovens e Adultos).

Os dois problemas selecionados abordam conhecimentos de geometria euclidiana plana. Entre-
tanto, o processo de reavaliagdo, ou a fase de retrospecto segundo Polya, possibilita contrapor a
solugdo a partir de conceitos de geometria esférica. Nesse processo, empregamos o Google Earth [8],
um aplicativo computacional que renderiza uma representagao 3D do planeta Terra com base em
imagens de satélite. Apresentamos o mecanismo de funcionamento dessa tecnologia digital antes
da anélise dos dois problemas geométricos.

2 Google Earth

O Google Earth é um aplicativo que se conecta aos satélites de localizagdo GPS (Global Positi-
oning System), permitindo a geolocalizagao em tempo real a partir de qualquer ponto da superficie
terrestre. Esse software usa como referéncia as coordenadas geograficas dos pontos na superfi-
cie terrestre, o que possibilita medir a distancia entre dois pontos quaisquer e calcular a area de
superficies.

O GPS ¢, possivelmente, o exemplo mais cotidiano da aplica¢do dos conceitos da relatividade [2].
A constelaggo GPS em torno da Terra é composta por 32 satélites, sendo 24 satélites funcionais
com relogios atdmicos em seu interior - Figura 1(a): cada satélite pesa quase uma tonelada, mede
cerca de 5m de didmetro e tem uma vida tutil média de 10 anos. Os satélites sobressalentes sao
acionados em caso de problemas ou falhas técnicas. Qualquer ponto da superficie da Terra pode
ser captado por pelo menos quatro satélites.

Visible satellites: 11

fisica

Satélite A

(b)

Figura 1: Sistema GPS: (a) sistema de satélites [17]; (b) trilateragdo [10].

A conexao entre o aparelho receptor e os satélites ocorre através de ondas de radio eletromagné-
ticas que se propagam no ar com uma velocidade proxima a velocidade da luz. A localizacao ocorre
em um processo denominado trilatera¢do: trés satélites definem a posi¢ao na superficie terrestre,
enquanto que um quarto satélite indica a altitude em que o receptor esta em relagao ao nivel do
mar; a interseccao das areas de abrangéncia dos trés satélites é o ponto no qual esta o receptor -
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Figura 1(b). Para determinar as distancias entre o receptor e cada satélite, calcula-se a diferenca
de tempo entre a emissao e a recepc¢ao do sinal enviado pelo satélite e multiplica-se essa diferenga
pela velocidade da luz.

A relatividade temporal [18] no GPS é sutil: os satélites que varrem a superficie terrestre
estao a uma altura de 20 km e trafegam na atmosfera a uma velocidade média de 14.000 km/h. A
movimentagao dos satélites em relacao ao tempo tem uma diferenca pratica de tempo na Terra de
aproximadamente 38 us (microsegundos, 1 s = 1075 s) por dia. Assim, os relégios atomicos dos
satélites sao programados para atrasar esses mesmos 38 us por dia, igualando seus horarios aos
horarios na Terra. No tempo, essa diferenca é imperceptivel; porém, no sistema GPS e no calculo
das distancias, a diferenga entre os pontos onde esta realmente o receptor e onde este aparece no
sistema GPS seria de 11 km.

Os modernos aparelhos smartphone, que enviam e recebem os sinais aos satélites GPS, dispoem
as informacgoes na forma de coordenadas geogréficas sobre um mapa. Desta forma, tem-se essas
informagbes em aplicativos de localizacdo (GoogleMaps, Waze) e em aplicativos esportivos para
caminhadas ou passeios de bicicleta (RunKeeper, Strava), como também em aplicativos para jogos
em realidade aumentada (PokémonGo).

3 Problemas geométricos

Problema 3.1 (ENEM 2002, Questao 55 da Prova 1 - Amarela, pagina 21 [4]). As cidades de
Quito e Singapura encontram-se proximas a linha do Equador e em pontos diametralmente opostos
no globo terrestre. Considerando o raio da Terra igual a 6370 km, pode-se afirmar que um avido

saindo de Quito, voando em média 800 km/h, descontando as paradas de escala, chega a Singapura
em aproximadamente: (A) 16 horas; (B) 20 horas; (C) 25 horas; (D) 32 horas; (E) 36 horas.

Usando m = 3,14 e a medida do raio fornecida no Problema 3.1, calculamos o comprimento da
meia circunferéncia, concluindo que a distancia entre Quito e Singapura é de, aproximadamente,
20.001, 8 km. Empregando essa distancia e a velocidade média expressa no Problema 3.1, determi-
namos que a duracgao aproximada da viagem é de 25 horas. Desta forma, a alternativa C representa
a solucao do Problema 3.1.

Ao reavaliarmos a solugdo do Problema 3.1, surgem alguns questionamentos:

1. A distancia entre as duas cidades nédo é linear? Por que calculamos o comprimento de uma
circunferéncia?

2. A distancia entre Quito e Singapura é realmente cerca de 20.000 km? Como podemos validar
esse resultado?

Esses questionamentos permitem que confrontemos conceitos de geometria euclidiana e apre-
sentemos conceitos de geometria esférica, como a nogao de distancia entre dois pontos em uma
superficies esférica e, consequentemente, o conceito de reta esférica [3, 6, 11]. Nesta tarefa, o Goo-
gle Earth pode ser empregado na reavaliacao da solucao. A etapa inicial é localizar as duas cidades
no aplicativo. Uma introducdo ao uso do Google Earth, principalmente quanto a estruturagao de
um projeto, a localizacao de pontos na superficie terrestre e o uso da ferramenta “Medir distancia
e area”, encontra-se em Motta e Nos [12, 14].

Apos a localizacao, a ferramenta “Medir distancia e drea” permite determinar a distancia entre
as duas cidades. O Google Earth indica que a distancia entre Quito e Singapura é de 19.735, 65 km —
Figura 2, valor aproximadamente 1,3% menor do que aquele calculado para solucionar o Problema
3.1. Na discussao sobre os porqués dessa diferenca, o professor pode elencar alguns quesitos para o
debate: as irregularidades do solo (um dos satélites no sistema de trilateracao determina a altura
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em relagdo ao nivel do mar); a aproximacao usada para a constante m; a Terra tem um raio
equatorial e um raio polar, ou seja, nao é perfeitamente esférica.
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Figura 2: Distancia entre as cidades de Quito e Singapura via Google Earth [2, 13].

Problema 3.2 (IFPE 2020.1, Questéo 13 do Exame de Sele¢do do PROEJA [9]). O Vaticano € um
pais reconhecido pela Organizagio das Nagoes Unidas (ONU). Situado na zona norte da cidade de
Roma, é considerado o menor pais do mundo, com 0,45 km? de extensdo. Se o Vaticano tivesse a

forma de um circulo, qual seria a medida do quadrado de seu raio? (Utilize a aproxima¢ao ™ = 3)
a) 0,13km?; b) 0,14 km?; ¢) 0,15km?; d) 0,16 km?; ¢) 0,17 km?.

Empregando 7 = 3 e a relacdo para o calculo da area do circulo, concluimos que r? = 0, 15 km?,
onde r é a medida do raio circulo. Assim, a alternativa C representa a solu¢ao do Problema 3.2.
Na reavaliacao da solu¢ao do Problema 3.2, alguns questionamentos sao inerentes:
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1. O formato do Vaticano é circular?

2. Qual foi a fonte empregada para afirmar que a &rea do Vaticano é de 0,45 km?? Podemos
confrontar esse dado?

Quanto ao primeiro questionamento, a Figura 3(a) ilustra o formato do Vaticano. A area do
Vaticano pode ser aproximada pela area de um circulo [13]. Contudo, o formato mais apropriado é
a de um poligono com muitos lados. Em relagao ao segundo questionamento, conseguimos utilizar
o Google Earth para aproximar a area do Vaticano. O primeiro passo é localizar o pais. Em
seguida, é preciso marcar os pontos para definir o poligono do qual se quer a medida da area. A
Figura 3(b) ilustra uma aproximacao com muitos pontos, definindo um contorno mais préximo do
real formato do Vaticano.

Figura 3: Vaticano: (a) mapa [15]; (b) perimetro e area via Google Earth [13].

Na aproximagdo com muitos pontos — Figura 3(b), o Google Earth atribui ao Vaticano uma
area de aproximadamente 0,52 km?, medida cerca de 15,6% maior do que aquela constante no
Problema 3.2. Como justificar a diferenga? O professor pode enumerar alguns quesitos a discussao:
a referéncia bibliogréfica, que cita a area do Vaticano, empregada na elaboragao do Problema 3.2;
o ntmero de pontos utilizados para definir o contorno do Vaticano; as irregularidades do solo (um
dos satélites no sistema de trilateragdo determina a altura em relagdo ao nivel do mar); a Terra
néo é perfeitamente esférica.

4 Consideracgoes Finais

Analisamos neste trabalho a solugao de dois problemas geométricos propostos em exames ofi-
ciais. Na etapa de retrospecto, segundo as fases de resolugao de um problema propostas por
George Polya [16], reavaliamos os resultados de geometria euclidiana plana segundo concepgoes
de geometria esférica. Neste processo, utilizamos o Google Earth, uma tecnologia digital para
geolocalizagao.

Os dois problemas selecionados sdo distintos quanto ao grau de dificuldade: o Problema 3.1
relaciona conceitos geométricos, como o comprimento da circunferéncia, com conceitos fisicos,
como distancia, tempo e velocidade, e conceitos geograficos, como a geolocalizagao; o Problema 3.2
aborda somente o conceito geométrico de area do circulo. Contudo, ambos permitem explorar o cal-
culo de distancias e areas na superficie terrestre. O emprego do Google Earth possibilita/motiva
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desta forma extrapolar conceitos geométricos “locais” validos na geometria de Euclides [7] e in-
troduzir conceitos de geometrias ndo euclidianas [1, 3, 6, 11]. Essa extrapolagdo de conceitos
geométricos é importante uma vez que a BNCC [5] ndo estabelece parametros minimos para o
ensino de geometrias nao euclidianas no Ensino Fundamental.

O Google Earth pode ser empregado nas aulas de matematica da Educagao Bésica. Para
comprovar grandes areas sobre a superficie terrestre, sugerimos que o professor inicie explorando
regides com formatos triangulares, como o Triangulo das Bermudas [12, 14], ou quase retangulares,
como o estado estadunidense do Colorado — Figura 4(a) — e o Distrito Federal — Figura 4(b).
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Figura 4: Areas na superficie terrestre com o Google Earth: (a) estado estadunidense do Colorado; (b)
Distrito Federal.

Esperamos que este trabalho contribua & discussao sobre a resolugao de problemas, seja como
metodologia ou apenas como elemento motivador no processo de ensino-aprendizagem, e principal-
mente acerca do uso de tecnologias digitais, atendendo assim as competéncias gerais e especificas
da BNCC para o ensino de matematica.
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