
Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics

Estratégias de escolha para o parâmetro binário Kij da
frente de Pareto

Sérgio Silva de Sousa 1

Universidade Federal do Oeste do Pará - UFOPA
Breno Tiago de Souza Mota2

Universidade Federal do Sul e Sudeste do Pará – UNIFESSPA
Janaína I. da Costa 3

IPRJ, Nova Friburgo, RJ
Marroni de Sá Rêgo 4

IFPA, Óbidos, PA
Luiz N. H. G. de Oliveira 5

IPRJ, Nova Friburgo, RJ

Resumo. As equações cúbicas de estado, apesar de sua simplicidade matemática, têm se mostrado
muito versáteis na simulação de modelos termodinâmicos. As regras de mistura são usadas em
combinação com as equações de estado para uma representação de misturas de fluidos. Essas regras
exigem parâmetros de interação binária Kij , que são determinados através do processo de estimação
de parâmetros. O objetivo desse trabalho é comparar 5 estratégias de escolha para o parâmetros Kij ,
baseando-se na frente de Pareto, resultado da aplicação da otimização multiobjetivo no problema
de estimação de parâmetros binários Kij , da mistura Metano-Etano, utilizando a regra clássica de
mistura de van der Waals, aplicada a equação de estado de Peng-Robinson, com dados experimentais
de pressão e composição.
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1 Introdução

Para [1], a otimização multiobjetivo é uma área de tomada de decisão multi-critérios, rela-
cionada a problemas de otimização matemática envolvendo mais de uma função objetivo a ser
otimizada simultaneamente. A otimização multiobjetivo foi aplicada a muitos campos da ciência
e da engenharia, onde as melhores decisões precisam ser tomadas na presença de trade-offs[2].

Nesse trabalho, tem-se como objetivo comparar 5 estratégias de escolha de pontos ótimos na
frente de Pareto, resultado da aplicação da otimização multiobjetivo no problema de estimação
de parâmetros binários Kij definido na regra clássica de mistura de van der Waals [3], usando a
equação de estado de Peng-Robinson [4], para a mistura Metano (CH4)-Etano (C2H6).
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2 Fundamentação teórica

2.1 Otimização multiobjetivo

Segundo [5], matematicamente, um problema de otimização multiobjetivo (MOP , do inglês
Multiobjective Optimization Problem) é definido como segue:

De forma resumida, pode-se escrever o MOP como:

Otimizar (minimizar|maximizar) Ω = {f1(x), f2(x), · · · , fM (x)} (1)

sujeito as restrições:


Gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, · · · , D
Hi(x) = 0, i = 1, 2, · · · , I
xinf
i < xi < xsup

i

(2)

sendo M o número de funções objetivos a serem otimizadas simultaneamente (M ≥ 2 multiobjetivo,
M = 1 mono-objetivo); D número de restrições de desigualdades; I número de restrições de
igualdades; x o vetor de n variáveis de decisão (contínuas ou descontínuas); xinf

i limite inferior e
xsup
i limite superior.

De acordo com [6], se todas as M funções objetivos são para minimização, matematicamente,
uma solução viável y domina outra solução viável z (y ⪯ z), se e somente se forem satisfeitas as
seguintes condições:

1. fi(y) ⩽ fi(z), para i = 1, 2, · · ·M ;

2. E, fj(y) < fj(z) para pelo menos uma função objetivo j.

Aplicando-se o critério de dominância de Pareto [7], tem-se um conjunto solução (ótimo de
Pareto):

P = {x ∈ Ω,Ω ⊂ Rn| ∄ x′ ∈ Ω, f(x′) ⪯ f(x)} . (3)

Através das soluções, surge o conjunto imagem das soluções denominado de frente de Pareto (FP ),
definido por:

FP = {[f1(x), f2(x), · · · , fM (x)] ∈ Rm | x ∈ P} . (4)

2.2 Equação de estado de Peng-Robinson

A equação de estado de Peng-Robinson em sua versão para mistura tem o seguinte formato [4]:

P =
RT

V − bm
− am

V (V + bm) + bm (V − bm)
(5)

onde os parâmetros am e bm são obtidos através da regra clássica de mistura de van der Waals,
dados por [3]:

am =
∑
i

∑
j

xixj (1−Kij)
√
aiaj (6a)

bm =

n∑
i

xibi. (6b)
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Em sua forma cúbica, tem-se [8]:

Z3 − (1−Bm)Z2 +
(
Am − 3B2

m − 2Bm

)
Z −

(
AmBm −B2

m −B3
m

)
= 0 (7)

sendo Am =
amP

(RT )2
e Bm =

bmP

RT
.

Onde Kij é um coeficiente de interação binária, determinado por ajuste de dados do ELV ,
característicos da mistura formada pelos componentes i e j que possui as seguintes propriedades:

i) Kij = Kji;

ii) Kii = Kjj = 0.

Segundo [9], este parâmetro reflete as interações entre os componentes, e deve ser tratado como
um parâmetro ajustável, cujo objetivo é melhorar a precisão do cálculo e é ajustado a dados
experimentais de equilíbrio líquido-vapor.

3 Metodologia

Neste trabalho, o interesse está em determinar o parâmetro Kij que melhor ajuste a equação
de Peng-Robson (Equação 5) para a mistura Metano (CH4)-Etano (C2H6), com a regra clássica
de mistura de van der Waals (Equações 6a e 6b) aos dados experimentais, pois, para cada mistura
trabalhada, um conjunto de parâmetros binário Kij é exigido.

Como se analisará duas propriedades termodinâmicas: pressão (f1) e composição (f2) deve-se

Minimizar F = [f1, f2] (8)

em que a primeira e a segunda função, para otimização da pressão e composição, respectivamente,
podem ser encontradas em [10] e são dadas por:

f1 =
100

N

N∑
i=1

∣∣∣∣P exp − P cal

P exp

∣∣∣∣ (9)

e

f2 =
100

N

N∑
i=1

∣∣∣∣Y exp − Y cal

Y exp

∣∣∣∣ . (10)

sendo: P exp
i pressão experimental; P calc

i pressão calculada; Y exp
i composição experimental; Y calc

i

composição calculada e N número de pontos.
Em síntese, as Equações 9 e 10 serão utilizadas de forma a avaliar a influência do parâmetro

binário Kij , no cálculo das propriedades termodinâmicas analisadas, onde f1 e f2 calculam o erro
percentual médio para a pressão e composição da fase vapor. E para cada parâmetro Kij estimado
variando no intervalo fechado [a, b], produzirá uma solução (EP (%); EY (%)) dado pelos pontos
A, B, C e D. Sendo que as melhores soluções ou as soluções não dominadas formam a frente de
Pareto (pontos em vermelho), conforme mostra a Figura 1.

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 10, n. 1, 2023.

DOI: 10.5540/03.2023.010.01.0046 010046-3 © 2023 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2023.010.01.0046


4

Figura 1: Relação entre o domínio Kij e as imagens f1 = EY (%) e f2 = EP (%). Fonte: Autores, 2023.

4 Resultados

4.1 Critérios de escolha
Os resultados obtidos nesse trabalho foram gerados através do método de otimização multi-

objetivo denominado MOPSO light [11]. Segundo [7], após encontrada a frente de Pareto, é papel
do tomador de decisão escolher a solução que melhor se ajusta ao seu problema e dessa forma
decidir em que nível a função objetivo deve ser priorizada. Neste trabalho, adotou-se 5 estratégias
para escolha dos parâmetros Kij tendo como referência os pontos da frente de Pareto (exemplo
Figura 2), da seguinte maneira:

Figura 2: Ponto Intermediário de Distância Máxima (PIDM). Fonte: Autores, 2023.

1. Um ponto que apresenta a menor soma (F1 + F2) do erro da pressão com a composição das
funções objetivos, Equações 9 e 10, denominado de PR-SOMA. Sendo esta a metodologia
padrão (mono-objetivo);

2. Um ponto que apresenta o menor erro na pressão, otimização apenas da função F1 (mono-
objetivo), Equação 9, chamado de PR-F1;
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3. Um ponto que apresenta o menor erro na composição da fase vapor otimização apenas da
função F2 (mono-objetivo), Equação 10, designado de PR-F2;

4. Um ponto intermediário que tivesse a maior distância intitulado PR-PIDM entre os pontos
da frente de Pareto e a reta r, formada pelos pontos extremos da frente de Pareto A(EP0;EY0)
e B(EPF ;EYF ), conforme mostra o Gráfico da Figura 2. Essa reta foi obtida usando o
conceito de pontos colineares da seguinte forma:

r :

∣∣∣∣∣∣
EPi EYi 1
EP0 EY0 1
EPF EYF 1

∣∣∣∣∣∣ = 0 (11)

desenvolvendo o determinante, obtém-se a seguinte equação

r : AEPi +BEYi + C = 0. (12)

Esse critério tenta encontrar o ponto mais extremo do joelho (Knee) [12].

5. Analisando-se, visualmente, a frente de Pareto escolheu-se um Ponto de Corte Visual deno-
minado de PCV, que se apresenta o ganho máximo em relação as demais equações: PT,
4PGDN1, HKM1 e 5PGDN.

4.2 Análise dos resultados
No trabalho de [10], os autores comparam a sua equação 5PGDN (Equação de estado de cinco

parâmetros) com as equações de Patel e Teja [13], equação 4PGDN1 (Equação de quatro parâmetros
de sua própria autoria [14]) e com a equação de HKM1 (Equação de Hagtalab-Kamatli-Mazloumi-
Mahmoodi equação de três parâmetros [15]), para o cálculo da pressão de saturação e composição
da fase vapor, cujos dados experimentais são obtidos de [16].

No Gráfico da Figura 3, tem-se a frente de Pareto (azul) e a variação do parâmetro Kij (laranja)
correspondentes (Eixo vertical a direita) que formam o conjunto ótimo de Pareto da mistura Metano
(CH4)-Etano (C2H6).

Figura 3: Frente de Pareto e variação do Parâmetro Kij de CH4 − C2H6. Fonte: Autores, 2023.

Destacam-se na Figura 3, os 5 pontos da frente de Pareto e seus respectivos parâmetros Kij :
menor soma (PR-SOMA), menor pressão (PR-F1), menor composição (PR-F2), um ponto inter-
mediário (PR-PIDM) e um ponto de corte visual (PR-PCV).
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As Tabelas 1 e 2 apresentam os parâmetros Kij escolhidos através das metodologias de escolhas
apresentadas na secção 4.1 e seus respectivos erros, além de comparar com os resultados encontrados
em [10].

Tabela 1: Erro da Pressão.

∆P
Kij PT HKM1 4PGDN1 5PGDN autores

PR-SOMA 0.00012 1.48 1.18 1.49 1.47 1.15
PR-F1 0.00143 1.48 1.18 1.49 1.47 1.14
PR-F2 -0.00582 1.48 1.18 1.49 1.47 1.71
PR-PIDM -0.00242 1.48 1.18 1.49 1.47 1.3
PR-PCV 0.00102 1.48 1.18 1.49 1.47 1.14

Tabela 2: Erro da Composição.

∆Y
Kij PT HKM1 4PGDN1 5PGDN autores

PR-SOMA 0.00012 0.57 0.61 0.68 0.81 0.38
PR-F1 0.00143 0.57 0.61 0.68 0.81 0.41
PR-F2 -0.00582 0.57 0.61 0.68 0.81 0.26
PR-PIDM -0.00242 0.57 0.61 0.68 0.81 0.31
PR-PCV 0.00102 0.57 0.61 0.68 0.81 0.40

Através dos resultados numéricos mostrados nas tabelas acima (Tab. 1 e 2) constatou-se que
houve um excelente ajuste na minimização dos erros das propriedades calculadas (pressão e compo-
sição) em relação aos dados experimentais. Em relação ao erro da pressão (Tab. 1), os resultados
obtidos foram melhor em 3 casos (resultado em negrito), e para o erro da composição (Tab. 2)
todos os 5 resultados são melhores que os mostrados por [10].

5 Conclusão e trabalhos futuros

Neste trabalho, apresentou-se 5 critérios de escolha de pontos na frente de Pareto tendo como
aplicação a otimização com dois objetivos para o cálculo da pressão de saturação e composição da
fase vapor.

Diferentemente das demais pesquisas na área de estimação de parâmetros que utilizam a otimi-
zação mono-objetivo, tendo como resultado apenas uma solução ótima, a otimização multiobjetivo
fornece um conjunto de soluções ótimas, dessa forma ampliasse a análise dos resultados.

Foi apresentado o gráfico da frente de Pareto para a mistura Metano-Etano e utilizando as
metodologias de escolha observou-se que para os parâmetros escolhidos houve um excelente ajuste
das propriedades calculadas em relação aos pontos experimentais.

Como perspectivas futuras, deseja-se aplicar essas estratégias de escolhas em outras aplica-
ções multiobjetivo em misturas multicomponentes, utilizadas na indústria de petróleo, indústria
química, além de testar em outras equações de estado, podendo-se adicionar novas propriedades
termodinâmicas para serem estimadas.
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