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Resumo. Neste trabalho apresenta-se um estudo teorico sobre as integrais improprias com singu-
laridade forte ou, também denominada, de grau 8 = 1. E apresentado o processo de Kutt para
a resolucao, em partes finitas, das integrais interpretadas no sentido de valor principal de Cauchy.
O resultado do trabalho, apds os conceitos apresentados, é um algoritmo que resolve este tipo de
integrais improéprias e sdo estudados exemplos de verificacido. Este trabalho faz parte de um projeto
maior que envolve a resolucao de integrais improprias dos tipos fraca, forte e hipersingular. O
algoritmo desenvolvido foi escrito em Matlab®)utilizando a toolboz de matematica simbolica. Com
esta ferramenta podem-se efetuar calculos de diferentes naturezas, designadamente. O resultado
final é um programa mais compacto e mais eficiente.

Palavras-chave. Modelagem Matemaética, Integrais Singulares, Valor Principal de Cauchy, Mate-
matica Simbdlica.

1 Introducao

Na engenharia moderna, um dos principais focos dos estudos cientificos é representar uma si-
tuacao real através de um modelo que venha descrever com precisdo a geometria estudada, forcgas
atuantes, entre outros. Alguns métodos numéricos de modelagem como Método de Diferencas
Finitas (MDF) [1], Método de Elementos de Contorno (MEC) [2] e Método de Elementos Finitos
(MEF)[7] tem ganhado relevancia nas ultimas décadas. Embora esses métodos sejam majoritaria-
mente analogos, nesse trabalho serda abordado o MEC e sua relacdo com as integrais singulares.

O MEC transforma as Equagoes Diferencias em Equagoes Integrais de Contorno (EIC), dimi-
nuindo assim a quantidade de incégnitas dos problemas quando comparado ao MEF e MDF. Isso o
torna mais atrativo para determinados problemas como os de estudos de potencial, deformagao ou
fratura. Por exemplo, quando se realiza uma modelagem de um problema de fratura, e ji existe a
suspeita que a fratura ocorrerd no contorno da geometria, torna-se mais atrativo optar pelo MEC
do que com os outros métodos.

O objetivo desse trabalho é propor uma implementacao da quadratura de Kutt para a solugao
de integrais singulares, que é uma ferramenta que pode ser utilizada em EIC. Com a intencao de
alcangar o objetivo que foi determinado, a metodologia adotada nesse trabalho parte em primeiro
lugar de um estudo tedrico-matematico dos topicos afins, em segundo lugar, descreve-se a aborda-
gem numérica e em terceiro lugar, a implementagdo computacional (caracteristicas, organizacio e
funcionamento) e, finalmente, faz-se a validacdo dos codigos desenvolvidos através da andlise de
problemas que possuem solucao analitica conhecida. A implementacdo computacional foi realizada
através do Software Matlab®).
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2 Formulagoes do MEC na Elasticidade

Os problemas pertinentes & mecanica dos s6lidos sao, na sua maior parte, problemas de campo
vetorial, pois a cada ponto estdo associadas grandezas cuja definicdo requer a identificacdo de
modulo, direcao e sentido, como no caso dos deslocamentos.

Estes problemas sao estudados por teorias simplificadas, como o caso da elasticidade linear, onde
sao consideradas algumas simplificagoes ou idealizagoes, como é o caso de considerar o problema
estatico, material elastico, linear e homogéneo, entre outras.

Inicia-se o estudo escrevendo-se a Equacao de Navier,

G, + Uiyij =0, em Q. (1)

G
(1-2v)
em que u; é o vetor deslocamento. G' é o médulo de elasticidade transversal, v é o coeficiente de
Poisson e 2 é o dominio do problema.

Mas existe outra forma de poder escrever esta equacao, correspondendo aquela que utiliza as
constantes de Lamé v e A\. Assim, a Equacdo de Navier é escrita da forma seguinte:

Vg, +(A + V)ugy; =0, em Q. (2)

A formulagao tradicional do MEC consiste em ponderar a equagdo (2) por uma fungao uj , com
caracteristicas especiais e depois integra-la no dominio. Por meio de um tratamento matematico
adequado, transforma-se esta equagio integral de dominio em uma equagao integral de contorno.

E interessante notar que a funcio uj , chamada de solu¢ao fundamental, é a solu¢ao de um
problema especial correlato (de elasticidade) cujo dominio ¢ infinito ou semi-infinito, onde as forgas
de corpo sdo agoes concentradas no dominio, atuando nas direcoes coordenadas, assim:

vugii +(A+v)ui,i; =0, em Q. (3)

Assim, apos uma série de manipulagbes matematicas chega-se a expressao classica do Método
dos Elementos de Contorno [§],

C’ijuj(ﬁ)—&—/Fuj(x)pfj(g,ac)df(x) :/ij(a:)ufj(f,x)dl‘(a:). (4)

que é valida para o contorno do problema. Observe-se que C; é um coeficiente que depende da
geometria do corpo, I" representa o contorno do problema, £ indica o ponto fonte e z indica o ponto
campo.

3 Solugoes Fundamentais

A solugdo fundamental é a solucdo de um problema especial correlato de elasticidade cuja
equacao de governo é valida a partir da equacao de Navier,

* G *

Guj i +muz ¥ij = 0 (5)

Desta forma, o problema fundamental governado pela equagao (1) também obedece aos princi-
pios do equilibrio, ou seja:

0;:; =0, emQ" (6)

Existem vérias soluges da equagdo (5) que podem ser empregadas. Estas variam com relagao

ao dominio considerado e com as condi¢des de contorno escolhidas. Serd apresentada a solugio
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de Kelvin, que considera o dominio 2* infinito, com propriedades e comportamento elastico, onde
uma carga unitaria concentrada atua nas 3 dire¢oes coordenadas.

Em casos bidimensionais de estado plano de deformacao, os deslocamentos u
superficie p;; sao dados pelas equagoes abaixo:

*

7; e as forgas de

-1

Ufj(fal“) = m

{B=4v)In(r)dij — iy }- (7)

p;; (&, @) —1 )r{[(l —2v)0;5 + 2ry; r,j]g—; — (1 =2v)(r;n,; =1, Ny )} (8)

:47( —v

em que a variavel r = r(&, ) representa a distancia entre o ponto fonte &, de aplicagdo da carga,
e o ponto campo x. As derivadas sdo tomadas com relacdo as coordenadas z; e m; a0 0S cOSSenos
diretores.

~ . . . 1
Observe-se que os termos de singularidade estdo nas fungdes In(r), singularidade fraca e —,

T
singularidade forte [4]. Assim, este trabalho foca no estudo e na resolucdo do tipo de singularidade
forte.

3.1 Tensoes em Pontos Internos

Para o calculo das tensbes nos pontos internos, parte-se da equagdo (4) com C;; = 1, e
derivando-a em relacao as coordenadas do ponto &:
dui(&)

dey(€) /ij(z)u;},k (¢, z)dl'(z) /F wj(2)pl ok (€, 2)dT (). ©)

Esta expressao fornece as deformacoes especificas que, através da Lei de Hooke, permitem
encontrar as tensoes nos pontos internos.
Entao, pode-se escrever diretamente que a expressao para os pontos internos é:

75O = [ pule)uel6,0)0(e) ~ [ un@piyplé Do) (10)
r r
E tem-se as seguintes expressoes para as solucoes fundamentais:

1

ugjy, = m{(l = 20) (1, Qi + 10 Ok + 7ok 0ij) + 2ri Ty g } (11)

* G 87’
Pk = ori—u)2 2%[(1 = 20)0ij1k v (ikrj H05kTi ) — ATy Ty Tk ]

+ 2v(nir,;r+nr ) + (L —20)(2ngr,; r,; +n0 + nidie) — (1 — dv)ngds; | . (12)

que sao vélidas para o caso da analise bidimensional.
Observe-se, também, que nas equagoes (11) e (12) tem-se as singularidades do tipo forte e
hipersingular respectivamente
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4 Integrais Singulares no Método dos Elementos de Contorno

No MEC, é comum em suas formulagbes aparecerem equagoes integrais com algum nivel de
singularidade. Nas Ciéncias e Engenharias, os problemas estudados, comumente sdo representados
por equagoes diferencias ordinérias ou equagoes diferenciais parciais e também por equagéoes inte-
grais. Como é sabido, sdo poucas as equagoes diferenciais que possuem solucao analitica de forma
que as solucoes aproximadas tornam-se importantes na solu¢ao de muitos problemas. O MEC se
enquadra nesta categoria. Embora este trabalho nao estude a fundo a teoria e técnicas relacionadas
ao Método dos Elementos de Contorno, o objetivo é focar num problema muito relevante que é a
resolucao das integrais singulares.

4.1 Classificacao quanto a Singularidade da Integral

Observando a Equagao (13) o termo de r é o responsével pela singularidade quando o ponto
fonte (z) vai se aproximando do ponto campo (§).

f(z,8)
I(x) = [ —2dQ(¢). (13)
) Q rﬁ (.’E, 5) ( )
onde f(z,&) é limitado no intervalo considerado e r(z,&) = z — £ é a distancia entre o n6 fonte e
0 n6 campo. Também, a partir do parametro § se define a classificacao dos tipos de singularidade
como pode-se verificar na tabela 1,

Tabela 1: Calassificagdo da singuaridade.
Nivel de Singularidade Poténcia 3

Singularidade fraca 0<pB8<1
Singularidade forte g=1
Hipersingular B =2
Supersingular 5=3

As integrais regulares e com singularidade fraca na maioria das vezes tem solugdo analitica
ou aproximada, ou seja, é possivel calcular suas partes finitas. No entanto, para integrais com
singularidade forte, hipersingular e supersingular, as integrais s6 existem sob algumas condicoes,
dependendo fortemente das caracteristicas da fungao f(z,£). Para problemas que resultem em
singularidades fraca e forte, o valor principal de Cauchy consegue calcular sua parte finita. No
entanto, quando o problema apresenta § = 2, é necessario utilizar a teoria da Parte Finita de
Hadamard [3].

4.2 Quadratura de Kutt

Com o objetivo de suprir a necessidade de um método que atendesse a resolugdo de integrais
singulares do tipo forte, Kutt [5] [6] apresentou um método de calcular a parte finita de integrais
de tipo:

b f@)
/a (w—s)dx' (14)

sabendo que f(z) é uma fun¢d de uma variavel real . A equacdo (14) aproxima-se através de

um produto escalar de pesos e valores da fungdo em um nimero de pontos pré-determinados.
Estes pontos sdo igualmente espagados no intervalo [s, r], de forma que o primeiro ponto coincide
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com s, mas nenhum deles com r. Dados N pontos de integracdo, o grau de precisao da férmula
desenvolvida por Kutt é N — 1.

O Valor principal de Cauchy pode ser calculado pela quadratura de Kutt. Neste processo, as
partes finitas das integrais envolvidas sdo utilizadas.

Considere a integral mostrada na equacgao (14),

I e I O
/ (ws)d“"‘iw{/a oot . <xs>d} (19)

com a < s < b, em que f(x) satisfaz a condi¢do de Holder em s e f(s) # 0, de modo que a
singularidade é de ordem um.
Utilizando integragdo em partes finitas nas duas integrais a direita da equacao (15), obtém-se:

I=TI+1I" (16)

sendo

[
1_/a A, (17)

A (€))
I _/S A, (18)

Pode-se fazer uma mudanca de varidveis nas equagoes (17) e (18), de tal forma que os intervalos
de integracao se tornem unitarios, resultando nas seguinte equagoes,

S (N L (CEr TR P
1_/a At - /O ; dt + f(s)Ina— 3. (19)

e
b 1
I”:/ (:Eﬂjl)da::/o wdt—kﬂs)lnﬂ)—ﬂ. (20)
Utilizando as formulas de Kutt, para a resolu¢do da integrais (19) e (20), obtém-se:
I = /: (a]:(_xl)d:c R~ éf((a —8)t; + s)w; — f(s)Ina — s|. (21)
e
b n
"= / (a{(_xl)da: 2 Zf((b —8)ti + s)w; — f(s)In|b — s|. (22)
s i=1

em que t; representa as coordenadas dos pontos de integracao de Kutt e w; sao os fatores de peso
correspondentes.

DOI: 10.5540/03.2023.010.01.0013 010013-5 © 2023 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2023.010.01.0013

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 10, n. 1, 2023.

4.3 Exemplo de Aplicacao

Considere-se a integral seguinte que possui solu¢io analitica,

5
1
/ ;dx = 0.510825623765990. (23)
-3

Utilizando os conceitos da quadratura de Kutt, é feita uma mudanca de variavel do intervalo
inicial [—3, 5] para o intervalo [—1, 1], de tal forma que,

1 tog

3T 1441

Utilizando as equagoes (21) e (22) e considerando n = 10,

0
4
L = VPC/ dt = 0.287682073931781. (25)
L At+1
1oy
I, = VPC/ dt =~ 0.223143549834210. (26)
o 4t+1
Finalmente,
I =1 + I = 0.510825623765991. (27)

Comparando a solucao analitica com a solucao obtida com a quadratura de Kutt obtém-se um
erro relativo percentual de 2.17 x 10713,

5 Consideracoes Finais

Este trabalho é parte de um projeto de dissertacao de mestrado que estuda diversos métodos
para a resolucdo de integrais singulares dos tipos regular, fraca, forte e hipersingular. Apresentase,
especificamente, um método para resolver integrais singulares do tipo forte onde se calcula o Valor
Principal de Cauchy. O método é muito confiavel e os resultados demonstram que bastam 10
pontos de integracao para obter resultados muito préximos da solugdo analitica.

Considera-se, que o fato de ter que dividir o intervalo de integracao no ponto onde acontece a
singularidade, seja prejudicial ao método, pois deverao ser resolvidas duas integrais numericamente.
Ainda assim, o erro relativo percentual foi muito pequeno, préoximo do zero.

O Projeto da dissertacdo, ainda estuda as integrais hipersingulares e quase-singulares, que
certamente serdo objeto de um trabalho futuro.
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