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Resumo. O uso de materiais concretos é uma estratégia importante no ensino de matematica,
especialmente em geometria. Neste contexto, os flexdgonos tem proeminente relevancia pois sdo
materiais muito instigantes e envolvem muitos conceitos matematicos. Além disso podem ser cons-
truidos com materiais acessiveis e de baixo custo. As possibilidades do uso deste dispositivo para
enriquecer o processo de ensino e aprendizagem sao muitas. Neste trabalho, sdo apresentadas quatro
propostas didaticas que exemplificam o uso do flexdgono como material concreto para o ensino de
geometria. As propostas foram elaboradas com base em diferentes conceitos geométricos e diferen-
tes formas de explorar os flexdgonos, visando fornecer ao leitor abordagens diversas e inspira-lo a
explorar outras possibilidades.
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1 Introducao

Flexagonos sao objetos flexiveis com a forma de poligonos regulares, construidos a partir de
certas dobras (e colagens) em uma folha de papel. Embora sejam semelhantes aos origamis, a
grande diferenca dos flexdgonos é que o poligono resultante, apesar de plano, é flexivel. Isto é,
é possivel manipular a dobradura de forma a alternar entre duas faces sempre visiveis (frente e
verso), enquanto o restante permanece oculto [2]. A Figura 1 ilustra o movimento de um flexagono,
chamado de Trihexaflexano.

Figura 1: Tlustragdo do Movimento do Trihexaflexdgono. Fonte: adaptado de Gardner [4].

A flexibilidade destes objetos, permitindo a alterndncia das faces aparentes, é um aspecto
muito intrigante. Além disso, o processo de construgdo e a propria manipulagao dos flexadgonos
podem conduzir a descobertas e questionamentos envolvendo conceitos mateméticos. Portanto,
os flexdgonos apresentam grande potencial como materiais concretos para o ensino de diversos
conceitos matemaéticos, especialmente em relagao a Geometria.

O uso de materiais concretos no ensino de matematica e geometria esta alinhado com as com-
peténcias e habilidades previstas pela Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [3] onde consta a
importancia de “indugoes decorrentes de investigagoes e experimentacoes com materiais concretos,
apoios visuais (...)” . Nesse sentido, a utilizagdo de materiais concretos como os flexdgonos podem
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contribuir significativamente para o aprendizado, permitindo que os estudantes manipulem e ex-
plorem o material de maneira ladica e intuitiva. Além disso, os flexdgonos sao de facil construcgao
e baixo custo, tornando-se uma opcao acessivel e pratica para o uso em sala de aula.

Com base nisso foram desenvolvido pelos autores, no escopo da dissertacdo de mestrado do
PROFMAT: Ezxplorando Geometria com auxilio de Flexdgonos [5], quatro propostas didaticas que
serao abordadas aqui. Estas propostas didaticas exemplificam o uso do flexdgono como mate-
rial concreto para o ensino de Geometria. Visando facilitar a compreensao das propostas, sera
introduzido na Seg@o 2 um breve histérico dos flexdgonos, a estrutura das nomenclaturas destes
dispositivos além da explicacao da construgdo de um flexdgono como exemplo. Na Secao 3, serdo
detalhadas as propostas didaticas em questao.

2 Flexagonos

O estudo dos flexagonos surgiu por acaso, em 1939, com o estudante inglés Arthur H. Stone [4].
Ao recortar folhas de fichario americanos para adequar ao tamanho do seu fichario inglés, sobraram
tiras de papel. Ele entdo comecgou a dobrar estas tiras de papel de diversas formas, e uma delas
acabou sendo particularmente interessante por poder ser flexionada e assim apresentar uma face
escondida. Foi desta maneira inusitada que surgiu o primeiro flexagono.

Existem diversos tipos de flexdgonos, que variam tanto no formato quanto na quantidade de
faces. A nomenclatura utilizada é composta pela palavra "flexdgono"como radical e dois prefixos:
um para indicar o namero de lados do poligono que cada face do flexdgono forma, e outro para in-
dicar o numero de faces. Por exemplo, o flexdgono mostrado na Figura 1, criado por Stone, possui
trés faces e formato hexagonal (6 lados), por isso é denominado de Trihexaflexdgono. Também é
possivel construir flexdgonos de formato hexagonal com 4, 5 ou 6 faces, denominados Tetrahexa-
flexadgono, Pentahexaflexdgono e Hexahexaflexagono, respectivamente. Ou ainda, um flexagono de
formato quadrado com quatro faces, o Tetratetraflexagono (Figura 2) [2, 5].
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Figura 2: As quatro faces de um Tetratetraflexdgono de papel. Fonte: autoria propria.
A construgdo do Trihexaflexdgono pode ser realizada como descrito a seguir. Desenhar 10
tridngulos equilateros em uma tira de papel, conforme lado esquerdo da Figura 3. A fim de

facilitar a compreensao do resultado final, os tridngulos sdo coloridos na frente e no verso conforme
Figura 3.
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Figura 3: Molde colorido de um flexagono. Fonte: Bobko [1].
Em seguida, dobra-se a tira de papel conforme a Figura 4, onde a linha com tragos indica dobra

do tipo vale, enquanto a linha com tragos e pontos indica dobra do tipo montanha. Mais detalhes
desta construcao deste (e de outros flexdgonos) podem ser encontradas em [2].
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Passo 2 Passo 3 Passo 4

Figura 4: Dobradura do Trihexaflexdgono. Fonte: Bobko [1].

Sera obtido entdo um hexagono com uma face azul (frente) e outra face vermelha (verso).
Cada face possuira trés fendas que atravessam internamente o flexdgono da frente para o verso.
Flexionando o hexagono de forma a evidenciar estas fendas (arestas com fenda para frente e as
demais para tras), ¢ possivel alterar as faces visiveis para amarela (frente) e azul (verso) (Figura 5).

o4

Figura 5: Tlustragdo do movimento de flexdo. Fonte: Bobko [1].

3 Atividades Didaticas

Existem muitos conceitos mateméticos da geometria que podem ser explorados com o uso de
flexdgonos como material concreto lidico. Existem também diferentes formas de explora-los. Por
exemplo, pode-se utilizar o flexdgono pronto ou entao estudar conceitos mateméticos envolvidos
na construc¢ao do seu molde. Aqui sdo apresentados alguns exemplos de propostas didéaticas com
o intuito de exemplificar potencialidades e instigar os professores para outras possibilidades. Com
esta ideia, as atividades propostas foram elaboradas explorando diferentes conceitos geométricos,
diferentes abordagens do flexdgono, bem como diferentes instrumentos de geometria (tanto ma-
nuais como tecnologicos). Vale ressaltar a importancia de que os estudantes tenham contato com
esses instrumentos desde cedo, de forma a desenvolverem habilidades motoras finas e a compreen-
derem a importancia do uso adequado dos mesmos. Além disso, o uso de recursos tecnoldgicos,
como softwares de mateméatica dindmica, podem enriquecer o processo de ensino e aprendizagem,
possibilitando a exploragao de conceitos de forma visual e interativa.

As propostas serao apresentadas de forma resumida e com pequenas adaptagoes em relacao as
propostas originais. Informacoes mais completas, fichas de atividades, lista de exercicios para com-
plementacao e relatos de execugao de algumas das propostas, podem ser encontradas na dissertagao
de mestrado do PROFMAT: Ezxplorando Geometria com auzilio de Flexdgonos [5].

Todas as atividades propostas foram elaboradas considerando-se um tempo de execucao de
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aproximadamente 100 minutos. Na descrigao das atividades considerou-se a realizagao individual
da mesma, mas a critérios do professor bem como disponibilidade de recursos, tais atividades
poderao ser realizadas em grupos. As propostas foram direcionadas a diferentes niveis de ensino:
as propostas I e III para o 7° e o 8° ano do ensino fundamental; a proposta II para o 6° ano do
ensino fundamental e a tltima proposta voltada ao ensino médio.

3.1 Propostal

Esta proposta visa consolidar conceitos geométricos de posigoes relativas de retas e de relagoes
entre adngulos. Para tal, é utilizado como material guia a construcao do desenho do molde do
Trihexaflexdgono (Figura 3). Para o desenvolvimento da atividade, cada estudante devera ter
em maos uma folha de papel, lapis, régua, compasso, transferidor, tesoura sem ponta e cola. A
execucao da atividade pelos estudantes seréa conduzida pelo docente conforme instrugoes a seguir.

Passo 1: Construir duas retas paralelas 1 e ro com 4cm de distancia entre elas.

Passo 2: Com o auxilio do transferidor, construir uma reta t; transversal a 1 segundo um angulo
de 60°, obtendo os pontos A e B, interse¢oes da reta t; com as retas ry e ro, respectivamente.

Passo 3: Com auxilio do compasso, usar a medida do segmento AB e marcar 5 pontos na reta
r1, partindo de A, e cinco pontos na reta ry, partindo de B, conforme Figura 6.

Passo 4: Usar os pontos marcados para formar 10 tridngulos equilateros, lado a lado.

4cm

[
>
>
>

Figura 6: Construgao de molde para o Trihexaflexdgono. Fonte: autoria prépria.

Nos passos 1 e 2 o professor podera explorar os conceitos de posigdes relativas de retas (paralelas
e transversais). Além disso, no Passo 2 poderdo ser explorados os conceitos de relagoes entre
angulos (adjacentes, complementares, opostos pelo vértice, correspondentes, alternos, internos e
externos). Para finalizar a atividade, os alunos poderdo montar e manipular o Trihexaflexagono.
Caso o professor queira outro enfoque, podera trocar os passos 1 e 2, e construir inicialmente dois
tridngulos equilateros congruentes formando um losango. Neste caso a medida do lado poderéa ser
fornecida e a partir destes tridngulos, tracar as retas paralelas 1 e r5, e recaindo nos passos 4 e 5.

3.2 Proposta 11

Através da molde do Trihexaflexagono pronto, esta proposta visa explorar e consolidar os concei-
tos de perimetro de poligonos, classificacao de tridngulos (equilatero, isosceles e escaleno), angulos
internos de um tridngulo equilatero e area de poligonos usando tridngulos como unidade. Para a
realizacao da atividade, cada estudante devera ter em maos um molde impresso do Trihexaflexa-
gono, lapis, régua e transferidor. O desenvolvimento da atividade serda conduzido pelo professor
orientando os estudantes conforme passos descritos a seguir.

Passo 1: Com auxilio da régua, medir o comprimento dos lados dos tridngulos e observar que
os tridngulos sao equilateros pois possui trés lados iguais. Consolidar a classificagao dos
tridngulos quanto a medida dos lados (equilatero, isosceles e escaleno).
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Passo 2: Apresentar (ou relembrar) a definigdo de perfmetro de um poligono e pedir aos alunos
que calculem o perimetro de um dos tridngulos.

Passo 3: Com auxilio de um transferidor, medir os trés angulos internos de um dos tridngulos e
generalizar para os alunos que todos os tridngulos equilateros terao esta propriedade. Em
seguida, explorar com os estudantes que a soma dos dngulos internos resultara em um angulo
de 180°, comentando que isto ocorrera para todos os tridngulos.

Passo 4: Instruir os estudantes para colorir o molde conforme Figura 3. Questiona-los quanto a
quantidade de tridngulos presentes na faixa para auxilid-los a visualizar que a faixa possui
10 unidades de areas (triangulares). Salientar neste momento que dos 20 triangulos pintados
(frente e verso) apenas 18 estarao coloridos.

Passo 5: Orientar os estudantes para a montagem do Trihexaflexdgono e ensina-los como realizar
o movimento de flexao.

Passo 6: Auxilid-los a observar a disposicao das cores: cada face do hexagono regular é formada
por seis tridngulos equilateros de mesma cor. Ou seja, a drea do hexdgono regular é seis vezes
a area do tridngulo equilatero. Contrapor com as observagoes anteriores sobre a a quantidade
de tridngulos pintados na faixa antes da montagem.

Por fim, o professor podera explicar a nomenclatura do Trihexaflexdgono e deixar os alunos
explorarem a flexao do material produzido.

3.3 Proposta II1

Assim como a primeira proposta, esta ird explorar o molde de um flexdgono. Todavia, optou-se
pela utilizagdo do software de matemaética dinAmica GeoGebra [6] pois este possibilita movimentar
partes da construcao realizada, permitindo observar, conjecturar e explorar propriedades da cons-
trucao. Nesta atividades serao explorados propriedades do tridngulo equilatero, do losango e do
trapézio. Para esta atividade os estudantes precisarao ter acesso ao software Geogebra. A sintese
das orientagoes que o professor devera efetuar para o desenvolvimento da atividade segue abaixo.

Passo 1: Construir no GeoGebra Classico os pontos A(0,0) e B(2,0). Em seguida construir um
tridngulo equilatero passando por A e B usando a ferramenta Poligono Regular. Para tal
lembrar os estudantes que um tridngulo equilatero é um poligono regular de 3 lados.

Passo 2: Utilizando a ferramenta Angulo, observar que as medidas dos trés angulos do triangulo
sao iguais.

Passo 3: Com a ferramenta Distdncia, Comprimento ou Perimetro, observar o comprimento dos
lados do triangulo dados pelos segmentos AB, BC' e AC. Usar esta mesma ferramenta para
clicar no poligono e obter seu perimetro. Com estes dados, o professor pode auxiliar os
estudantes a compararem o valor da soma das medidas dos lados com o valor do perimetro.

Passo 4: Movimentar o ponto B e observar as alteracoes nas medidas dos lados bem como no
resultado do perimetro do tridngulo.

Passo 5: Utilizar a opcao Criar uma nova Ferramenta para facilitar a construcao de novos tridn-
gulos congruentes ao ja existente. Para tal definir como Objetos Iniciais os pontos A e B e
como Objetos Finais o ponto C' e o poligono regular ja criado.

Passo 6: Clicar no botao da nova ferramenta (que aparecera na barra de ferramentas) e selecionar
o ponto C' e depois o ponto B. Entdo um tridngulo BCD sera formado sendo congruente
ao anterior e com a aresta CB em comum. Formalizar aos alunos que ABDC forma um
quadrilatero chamado de losango. Com as ferramentas do GeoGebra, explorar as proprieda-
des basicas do losango (quatro lados iguais, ngulos internos opostos congruentes e angulos
internos adjacentes suplementares).
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Passo 7: Usar novamente a ferramenta criada passando como entrada os pontos B e D. Explorar
com os alunos o trapézio AEDC formado e estimulé-los a verificar, com auxilio do software,
que as bases deste poligono sao paralelas e que os dngulos internos adjacentes a uma mesma
base sao iguais.

Passo 8: Proceder como no passo anterior, mas agora com os pontos D e E, formando o parale-
logramo AEFC. Estudar as propriedades do paralelogramo.

Passo 9: Usar novamente a ferramenta criada, nas devidas posi¢oes, até obter o molde do Pen-
tahexaflexdgono (disponivel no livro virtual "Flexagonos" [2]).

. nstruga m T4 ser realiz impressa mon m n xafle-
Apos a construcao da malha, podera ser realizada a essao e a montagem do Pentahexafle
x4gono para que os estudantes possam explorar.

3.4 Proposta IV

Esta proposta visa explorar elementos que compoem os poligonos e poliedros (face, arestas ou
lados, vértices, angulos internos e externos) através do calculo da caracteristica de Euler. Mais
informagoes sobre a caracteristica de Euler podem ser encontradas na dissertagio de Hirt [5]. Com
o intuito de estimular a abstragao e o raciocinio logico, a atividade foi planejada de forma a iniciar
com formas geométricas bem conhecidos do aluno (tridngulo, quadrado e hexdgono), progredindo
para um objeto mais complexo mas ainda de dominio deles (cilindro), até um objeto desconhecido
(flexadgono). Para esta atividade cada estudante devera ter em maos um Trihexaflexdgono pronto,
um molde do Trihexaflexagono, duas tiras de papel, tesoura e cola. O resumo dos passos que o
professor devera conduzir para o desenvolvimento desta atividade é apresentado a seguir.

Passo 1: Apresentar os elementos de um poligono (vértices, lados e regido interna) e os elementos
de um poliedro (vértices, arestas e faces). Em seguida, apresentar a definicdo da Caracteris-
tica de Euler para poliedros (x = V — A+ F) e explicar que pode-se utilizé-la para poligonos
tomando os lados como arestas e a regiao interna como face.

Passo 2: Pedir aos alunos para calcularem a Caracteristica de Euler para o tridngulo, o quadrado
e o hexdgono. Salientar que, do ponto de vista topoldgico, estes poligonos sdo parecidos e,
por isso, possuem a Caracteristica de Euler.

Passo 3: Explicar como calcular a Caracteristica de Euler de um poligono usando uma triangu-
lacdo deste. Aplicar esta ideia para o hexagono e comparar com o resultado obtido anterior-
mente (Figura 7).

Passo 4: Instruir para construirem um cilindro e uma Faixa de M&bius usando as tiras de papel.
Salientar aos alunos que o cilindro e a faixa de Mdbius nao sao poliedros. Em seguida,
comparar estas duas estruturas com respeito a semelhancas e diferengas. Mostrar aos alunos
que o cilindro tem interior e exterior bem definidos enquanto a Faixa de Mdbius nao.

Passo 4: Instruir os alunos a tragar uma geratriz AB do cilindro e recortar sobre esta linha,
transformando-o num retdngulo de vértices AABB. Em seguida, triangularizar este retangulo
e calcular a Caracteristica de Euler (Figura 7). Reforcar os alunos para nao contarem duas
vezes arestas ou vértices repetidos (que no cilindro estavam na mesma posi¢ao).

Passo 5: Similar ao procedimento feito para o cilindro, planificar a Faixa de M&bius, triangularizar
e calcular sua Caracteristica de Euler (Figura 7).

Passo 6: A partir do molde do Trihexaflexagono, calcular sua Caracteristica de Euler (Figura 7).

Passo 7: Comparar a Caracteristica de Euler de todos as figuras geométricas exploradas, con-
cluindo que, topologicamente, o Trihexaflexdgono se assemelha mais a um cilindro ou a
Faixa de Mobius do que com um hexagono.
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Faixa de Mobius Planificada
X=2-4+2=0
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X=6-12+7=1 Molde do Trihexaflexdgono
X=9-18+9=0

Figura 7: Caracteristica de Euler: Hexagono, Faixa de Mobius e Trihexaflexdgono. Fonte: autoria propria.

4 Consideracgoes Finais

Os flexdgonos sdo uma ferramenta de ensino poderosa e divertida para explorar conceitos mate-
maticos, em particular de geometria. De uma maneira concreta e visual, potencializam o interesse
e entusiasmo pelo contetido, permitindo uma compreensao mais profunda e duradoura dos mesmos.
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