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Resumo. Neste artigo, o esquema de interpolagao original que compoe o método do Tubo de
Trajetoria foi comparado com uma versdo simplificada de interpolagdo ponderada pela distancia
inversa. Este método conservativo é fisicamente intuitivo, se baseia nos fundamentos teéricos da
mecanica dos meios continuos e emprega um esquema semi-Lagrangiano para a equacgao de ad-
vecgdo. Os esquemas resultantes da aplicagdo das diferentes técnicas foram avaliadas por meio
de um problema teste que corresponde a um protétipo de modelos matematicos mais sofisticados,
comumente empregados na previsao de variagoes de intensidade de frentes meteoroldgicas. Neste
problema o algoritmo resultante, um esquema semi-Lagrangiano explicito de cinco pontos para es-
coamento incompressivel, mostrou ser capaz de trabalhar com passos de tempo longos e provou ser
preciso, nao oscilatério e nao difusivo.

Palavras-chave. Algoritmo semi-lagrangiano, Equagdo de advec¢do, Formula de interpolagao,
Frontogéneses.

1 Introducao

Muitos problemas praticos relacionados com o transporte de uma propriedade fisica sdo des-
critos por uma equagao diferencial parcial hiperbélica denominada de equacao de convecgao ou de
advecgao. Um exemplo importante é a adveccao de frentes meteorologicas. Consequentemente, a
modelagem computacional dos fenémenos de convecgao é uma area de grande importancia, onde
a solugao dessa equacao tem um papel de destaque na predigao de diversos problemas de interesse
da engenharia e da ciéncia aplicada.

Dado um campo de velocidade, o modelo para o célculo da temperatura potencial e sua fron-
togéneses pode ser estabelecido em termos de um sistema transiente formado por duas equagoes
diferenciais parciais. Nesse sistema, a temperatura potencial satisfaz uma equagao de advecgao, a
equagao hiperbélica que expressa a conservacao dessa propriedade fisica. Por outro lado, a funcao
frontogénese é descrita por uma equagao proposta por Petterssen [6, 7] . Assim, a resolugdo numé-
rica deste sistema transiente requer um método apropriado, de forma a lidar com as dificuldades
que surgem na resolucao da equacao hiperbolica, que descreve a conservacao da temperatura po-
tencial. Na verdade, tal método deve ser conservativo e nao oscilatorio, de forma a nao produzir
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solugoes espurias. Além disso, devido as exigéncias normalmente impostas as simula¢oes de mode-
los atmosféricos, este método deve admitir passos de tempo longos, o que justifica a utilizagao de
um método semi-Lagrangiano.

No presente trabalho, utilizamos o método do Tubo de Trajetérias para equagoes de advec-
¢ao, introduzido por Henderson et al. [2], [4], um método conservativo fisicamente intuitivo cuja
formulacao se baseia nos fundamentos teoricos da mecanica dos meios continuos e usa o chamado
teorema de transporte de Reynolds para estabelecer criteriosamente sua principal propriedade
escrita com base em uma equagao integral conservativa. O algoritmo resultante é um esquema
semi-Lagrangiano explicito de cinco pontos para escoamento incompressivel.

2 Modelagem Matematica

A determinacao da distribuigao de temperatura ao longo de uma massa de ar é um aspecto
importante para entender e predizer o nascimento de frentes meteorologicas (frontogéneses). Uma
acentuada variacao da temperatura pode provocar um grande deslocamento de ar devido a um
processo de convecc¢ao natural, por exemplo.

Na TermodinaAmica, a chamada temperatura potencial de uma particula material de ar, a

R
pressao P , é definida por: © = T (%) “», onde T é a temperatura absoluta da particula do

material, Cj, é o calor especifico (a pressdo constante) e R é a constante do gas. O parametro P
é uma pressao de referéncia padrao (geralmente 1000 mbar). Assim, a variavel © é interpretada
como a temperatura que a particula material de ar adquiriria se levada adiabaticamente a pressao
de referéncia padrao, [9]. Na anélise meteorologica, a temperatura potencial é mais importante do
que a temperatura real T , porque ela nao muda durante os processos adiabaticos caracterizados
pela auséncia de aquecimento, resfriamento, evaporacao ou condensagao.

Suponha que representa o campo de temperatura ao longo de uma massa de ar. A frontogéneses
atmosférica, ¢ definida por [6, 7| como sendo:

d 0

F=2|v6| = = [Ve|+V-|ve| (1)
onde o operador % = %—FV-V representa a derivada Lagrangiana, V é a velocidade da massa de ar e
IVO|| é a norma Euclidiana do gradiente de temperatura. Assim, a variavel F' pode ser interpretada
como a taxa de variagdo do potencial de temperatura seguindo as particula (ou mais precisamente os
pacotes) de ar ao longo do escoamento. A variavel © é considerada uma propriedade conservativa,
de forma que permanece constante ao longo das trajetorias das parcelas de ar, ou seja, satisfaz a
equagao de convecgao Cfi—? = %—? +V -V0O = 0. Como o fluido é incompressivel, podemos escrever
a lei de conservagao de massa do ar como:

90
S Hvev)=o 2)

As expressoes em Eq. (1) e (2) podem ser combinadas de modo a reescrever a frontogéneses,
livre de derivadas com relagao ao tempo, na seguinte forma equivalente:

Ve .
TR [(VV)'ve] (3)

Na formulagao geral do método do tubo de trajetorias destinado & resolucdo da equacao de
Jp, O(X,t)dX

convecgao Eq. (1), descrita detalhadamente em [5], temos "1 = [y

onde |Qyael =
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th+At dX ¢é a medida de uma célula arbitraria 2,y a¢, Dy a sua imagem mapeada para o instante

anterior t e Q"*! ¢ o valor médio da concentracdo na célula ;. A;.

Apesar da possibilidade de empregarmos métodos de integracao em duas variaveis, objetivando
a eficiéncia e simplicidade do esquema, a integral dupla ¢ calculada como sendo |, D, O(X,t)dX =
OA, sendo O = G(X ,t), onde X é um ponto em D; obtido por backtracking do centro da célula
ngm, e A é a medida de uma &rea apropriadamente escolhida, descrita em [2]. Na etapa de
backtracking resolvemos um sistema de equagoes diferenciais. Nesse trabalho utilizamos o método
classico de Runge Kutta 4, sujeito as condigoes finais dadas por z(t + At) = & e y(t + At) = §.
Apos a determinagao de X , 0 calculo de 6= G)(X ,t) requer uma interpolacgao bidimensional. Isso
é exigido pois esse ponto nao recai, necessariamente, no centro de uma célula da grade, referente
ao instante .

Neste trabalho, para fins de comparacéao, acoplado ao método utilizamos dois tipos de interpo-
lacdo. Ambos os tipos utilizam o valor da concentracao definido no centro da célula que contém
o ponto X = (Z,9) e os valores definidos em cada célula vizinha ao bloco que possui o referido
ponto.

A primeira interpolagdo proposta originalmente, descrita de forma detalhada em [4], pode ser
escrita da seguinte forma:

d;

CE ZZ@d_

Usada no desenvolvimento de sistemas de informagao geografica, a segunda interpolagao, é a
ponderada pela distancia inversa, sendo esta uma férmula de interpolagao bidimensional bem esta-
belecida, originalmente desenvolvida por Shepard [10]. Esta interpolagao foi analisada e empregada
junto ao método em [3] e pode ser escrita na forma:

{ij; L hmi 1 O(Xk )0k, se X # X

onde as distancias d; = \/(50 —2;)%2 4 (§ — y;)? s@o os pesos considerados.

O(Xi5); se X = X'J’ 7
1 i+1
onde 0y = L, 1+1 & ydin Z{Jrg 1 le i1 0k = 1.

k=i—1 s
A metodologia utlhzada neste trabalho para resolver as Egs. (2) e (3), empregando o método

do Tubo de Trajetorias, esta resumida abaixo no Algoritmo 1 . Observe que, em cada passo de
tempo desse algoritmo semi-Lagrangiano, o método do Tubo de Trajetorias é usado apenas para
resolver a equagao de adveccao que modela a conservagao da temperatura potencial horizontal, um
esquema de diferencas finitas centradas é empregado para calcular a frontogéneses no final de um
determinado intervalo de tempo, resultando em um algoritmo totalmente explicito que funciona
sem restricoes de passo de tempo.

Algoritmo 1. Calculo da Frontogéneses:

Dados: t, @Z G0 Vi,j Az, Ay, At ety > 0.

Passo 1: Use o método do Tubo de Trajetorias, para calcular @(n+ ) , Vi, 7.

Ot — & . A/|Q6D)| Vi, j

2

Passo 2: Calcule V

T
veEj}*”H e (vvif;“)) Vi, j, use:

Az ’ Ay

(n+1) (n+1) (n+1) (n+1)
va(n-l-l)H o 1\/(v®1111 eznl J ) + <V@f§ +1 @17; 1 >
,J 2 Az Ay

+1 “+1 +1 “+1
vorth (vo<" Vet ye(nt) et 1’)
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Passo 3: Calcule a frontogéneses Fi€?+1), no nivel n 4+ 1,Yi, j:

_ _ _vel+ty +IT . +1)
F= ||V®(n+1)|| [(vv(n ) Ve(n ]

No esquema de discretizacao mostrado acima, usamos condigoes de contorno que representam
um fluxo de calor nulo na fronteira do dominio considerado. Isto equivale a tomar VO -n = 0, para
todo t , onde n é o vetor unitario normal exterior & fronteira. Para maiores detalhes da deducao e
implementacao da nossa proposta para o calculo da frontogéneses, veja [3].

3 Problema Teste

O problema teste proposto apresenta desafios numéricos semelhantes aos encontrados em mo-
delos complexos que empregam equagoes de advecgao.

Com o objetivo de estudar propriedades da frontogéneses, incluindo a influéncia da vorticidade
na sua deformagao, Doswell em [1] idealizou um padrao de escoamento onde o ar se move em um
vortice circular impulsionado pela velocidade do vento (Vr), a qual é por hipotese (puramente)
tangencial a massa de ar e depende apenas do raio (r) medido a partir da origem, sendo essa
velocidade tangencial dada por:

Vr(r) = sech?(r)tgh(r). (4)

Em vista disso, Doswell propoe um campo de velocidade bidimensional estacionério definido
por:

u(z,y) = —Vr(r)sen(a) (5)

v(x,y) = =Vr(r)sen(a), (6)

onde a = arctg(4) e r = \/2? +y% Em um instante ty, considerando um campo inicial de
temperatura, sendo:

O(z,y,to) = %gh(%x (7)

a qual se mostra essencialmente distribuido ao longo da direcao y, onde v é a largura caracteristica
da frente meteorologica.

Para testar o método do Tubo de Trajetoérias com o modelo de Doswell, seguimos os detalhes
sugeridos por Ranci¢, veja [8]. Assim, escolhemos um dominio plano retangular dado por B =
[~4 km, 4 km]? e devido as dimensdes do domino considerado, tomamos v = 2 km.

A proxima modificagdo consiste em alterar ligeiramente a velocidade tangencial definida em Eq.
(4), de modo que o maior valor de Vr(r) seja igual a 1. Como notado por Doswell, em [1], o valor

méximo da fungao é dado por Vi(r)maz = - 513; km/h, o qual é atingido em r = 0.658479 km.
X332

Portanto, a modificagao adotada nesta segio considera Vi (r) = (1,5 x 32 )sech?(r)tgh(r).
Rancié [8] mostrou que o modelo convectivo de Doswell (Egs.2, 5 e 6) juntamente com a condigao
inicial mais geral exibida em Eq.(7) possui uma solucao analitica, dada por:

O(z,y,t) = ftgh[gcos(wt) - Esen(wt)] (8)
Y Y
onde w(r) = Vr(r)/r é a velocidade angular, que neste caso ndo é uma constante. Em vista deste

fato, poderemos comparar os resultados numéricos obtidos pela metodologia proposta aqui com a
solugdo analitica do modelo de Doswell indicada em Eq. (8).
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Solucao Analitica
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Figura 1: Superficie e curva de nivel da solugdo analitica em ¢y = 16 h, com Az = Ay = 0,08 km. Fonte:
Elaborada pelos autores.

Neste trabalho, a acuracia dos métodos estudados serda medida pelo erro numeérico o, definido
abaixo, o qual é tomado com a relacao a solugao exata em todos os pontos da grade de discretizagao.
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Figura 2: Comparagdo de erro g2 da temperatura potencial em ¢y = 16 h calculados com o Método do
Tubo de Trajetorias para trés valores de passos de tempo combinados com cinco valores de Az = Ay,
utilizando em (a) interpolagdo original e em (b) interpola¢do ponderada pela distancia inversa. Fonte:
Elaborada pelos autores.

Comparando o erro, o método de interpolagao ponderada pela distdncia inversa apresenta
discreta vantagem com relagdo ao método de interpolagao original, veja Figura (2). Observamos
neste estudo numérico a importancia de conciliarmos o refinamento da grade com uma escolha
apropriada do tamanho do passo de tempo. De fato, como mostrado no grafico da Figura (2), o
erro 9 definido na Eq.(9) pode assumir valores relativamente grandes se, em uma grade grossa,
At nao for escolhido suficientemente pequeno. No entanto, notamos que e, tende para zero a
medida que refinamos a grade e selecionamos At de forma apropriada. E importante destacar que
diferentemente do método de interpolagao original, para este problema de teste, observamos na
interpolagao ponderada da distancia inversa, que o erro numérico depende de t .
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Solucao Numerica t=16h
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Figura 3: Superficie e curva de nivel da solugdo numeérica obtida pelo método do Tubo de Trajetorias, com
ty =16 h e Az = Ay = 0,08 km, utilizando em (a) interpolacao original e em (b) interpolacao ponderada
pela distancia inversa. Fonte: Elaborada pelos autores.

A Figura (3) apresenta boa concordancia entre a solugdo gerada pelo método do Tubo de
Trajetoria e a solu¢do analitica calculada por Ranci¢ Eq. (8) utilizando ambos os métodos de
interpolagao.

t.=16h

t.=16h

Y (km)

x (km) 4 \‘4‘1 y (km) "4 } (I?m)

Figura 4: Superficie e curva de nivel da solugdo numérica da frontogéneses do modelo de Doswell obtida

pelo método do Tubo de Trajetorias, com ¢ty = 16 h e Ax = Ay = 0,08 km, e At = 3,2h utilizando em a
interpolagao ponderada pela distancia inversa. Fonte: Elaborada pelos autores.
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Na Fig. (4), mostramos as curvas de superficie e contorno da solugdo numérica para a fungao de
frontogénese usando o modelo de vortice de Doswell. Esta solugao para F = @ corresponde ao
tempo t; = 16h, que foi calculado apés cinco intervalos de tempo do Algoritmo 1 com At = 3,2h
e Az = Ay = 0,08 km.

Aplicagdes iniciais relativas ao problema de advecgao de frentes meteorologicas e o calculo da
frontogéneses idealizada de Doswell, mostraram que o método do Tubo de Trajetorias pode ser

utilizado na computacao cientifica destinada & predi¢ao do tempo.

4 Consideracgoes Finais

Os resultados computacionais confirmaram que ambos os esquemas analisados apresentam na
pratica uma boa propriedade conservativa, estabilidade, precisdo numérica e eficiéncia suficiente
para ser empregado em problemas préticos, modelados pela equagao de convecgao. Comparagoes
numéricas com duas interpolagoes diferentes, demonstram a discreta superioridade da interpolagao
ponderada pela distancia inversa acoplada ao Método do Tubo de Trajetorias, para o problema
teste proposto.
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