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Resumo. Neste artigo estudam-se, sob condigoes de transversalidade e hiperbolicidade, as possibi-
lidades de existéncia de conexoes ciclicas de equilibrios hiperboélicos e orbitas fechadas hiperbdlicas
na fronteira da regiao de estabilidade de um ponto de equilibrio assintoticamente estavel de um
sistema dindmico continuo e nédo linear. A existéncia destas conexdes, sejam homoclinicas ou hete-
roclinicas, é causa da aparigdo de conjuntos limites complexos na fronteira da regidao de estabilidade,
e o entendimento delas é fundamental para o desenvolvimento de uma caracterizagao topoldgica e
dindmica da fronteira da regiao de estabilidade.
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1 Introducao

O conjunto de condigbes iniciais cujas Orbitas tendem para um ponto de equilibrio assintoti-
camente estavel (PEAE) quando o tempo tende para o infinito é chamado de area de atraco,
dominio de atracao ou regiao de estabilidade deste equilibrio. Usualmente, a regiao de estabili-
dade de equilibrios de sistemas dindmicos nao lineares é um subconjunto do espago de estados,
e determinar ou estimar tal conjunto é relevante em aplicagoes em diversas areas das ciéncias e
engenharias [3][2].

A teoria de regiao de estabilidade desenvolveu-se fortemente para resolver problemas de esta-
bilidade transitéria em sistemas elétricos de poténcia e culminou com o desenvolvimento de uma
caracterizagio topologica e dindmica da fronteira da regido de estabilidade [1]. Esta caracterizagao
estabelece, sob certas suposigoes de transversalidade e hiperbolicidade, que a fronteira da regiao de
estabilidade é constituida pela unido das variedades estéveis de todos os elementos criticos (pontos
de equilibrio e orbitas fechadas hiperbélicas) presentes na fronteira da regiao de estabilidade. Mais
precisamente, se x;, i = 1,2... sdo os pontos de equilibrio hiperbolicos na fronteira da regiao de
estabilidade e v;, = 1,2... sao as orbitas fechadas hiperbélicas nesta fronteira, entao a fronteira
topologica da regido de estabilidade A(z°) do PEAE z® é caracterizada por [1]:

04(") = W @) W) (1

A demonstracao desta caracterizacio se apoia fortemente no fato de que nao existem conjuntos
limites complexos na fronteira da regiao de estabilidade, ou seja, todas as orbitas na fronteira da
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regiao de estabilidade convergem para pontos de equilibrio ou 6rbitas periddicas hiperbdlicas na
fronteira da regiao de estabilidade.

Um artigo recente apontou uma falha na demonstragdo desta caracterizacao [4]. Particular-
mente, o Lemma 3.5 de [1], que foi empregado na demonstragao da caracterizagao, foi demonstrado
néo ser verdadeiro por meio de um contra exemplo [4]. Este Lema explora a transversalidade de
intersegoes entre as variedades estéveis e instaveis de elementos criticos para concluir sobre as di-
mensoes destas variedades invariantes. Uma consequéncia deste Lema, se nao estivesse errado, seria
a nao existéncia de conexoes ciclicas de elementos criticos na fronteira da regiao de estabilidade.

A existéncia de conjuntos limites complexos na fronteira da regido de estabilidade esta muito
associada & aparigao de conexoes ciclicas de elementos criticos hiperboélicos nesta fronteira. Neste
artigo, estudamos estas conexoes ciclicas na fronteira da regido de estabilidade. Particularmente,
estudamos quais conexoes podem e quais nao podem ocorrer. Este estudo é fundamental para que
uma caracterizagao correta da fronteira da regiao de estabilidade possa ser desenvolvida.

2 Regiao de Estabilidade e Elementos Criticos

Considere o sistema dinamico:
&= f(z), (2)

com f: R™ — R" continuamente diferenciavel. A solugao de (2) passando por zg no tempo t =0 é
denotada por ¢(t, o). A regido de estabilidade A(2*) de um ponto de equilibrio assinstoticamente
estavel z® é o conjunto:

A(x®) ={z e R" : p(t,z) = z° qd t — oo}.

A regiao de estabilidade é um conjunto aberto e invariante [1] e sua fronteira topologica é denotada
por 0A(z?®).

Um ponto de equilibrio z* & hiperbdlico se D, f(z*) nao possui autovalores puramente imaginé-
rios. Um ponto de equilibrio hiperbdlico z* é do tipo k se D, f(z*) possui exatamente k autovalores
com parte real positiva. Um ponto y € R™ é periodico se existe T > 0 tal que (T, y) = y. O
conjunto v = {¢(t,y) : t € [0,T]} é chamado de oribita fechada ou periddica do sistema (2). A
matriz D,o(T, p) calculada em qualquer ponto p € v tem autovalores 1, A1,..., A\,—1. Os n—1 au-
tovalores Ay, ..., A\,_1 sdo denominados multiplicadores caracteristicos da orbita fechada. A orbita
fechada é hiperbolica se todos os multiplicadores caracteristicos nao pertencem ao circulo unitéario
do plano complexo. Uma o6rbita fechada hiperbélica é do tipo k se D,po(T,p) tem exatamente k
multiplicadores caracteristicos com |A| > 1.

Pontos de equilibrio e érbitas periddicas serao genericamente denominados elementos criticos.
Elementos criticos hiperbolicos possuiem conjuntos invariantes chamados variedades estaveis e ins-
taveis. As variedades estaveis e instaveis de um elemento critico hiperbolico v sfo respectivamente
definidas por:

W (y) ={z e R" : p(t,z) = v qd t = o0}
W (y) ={z e R": p(t,z) = v qd t = —o0}.

Essas variedades sdo invariantes e se intersectam transversalmente no elemento critico 7. Se o
elemento critico € um ponto de equilibrio hiperbélico do tipo k, entdo dim{W*} = k, e dim{W*} =
n—k. Se o elemento critico é uma orbita fechada do tipo k, entao dim{W*} = k+1 e dim{W*} =
n—k. A Figura 1 ilustra uma érbita fechada hiperbélica do tipo-1 em R?, a qual possui variedades
estaveis e instaveis de dimensao 2.
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Figura 1: Uma orbita fechada do tipo-1.

Figura 2: Uma conexao homoclinica de um ponto de equilibrio hiperbélico.

3 Conexoes entre Elementos Criticos

Nesta secao, estudaremos conexoes entre elementos criticos. Compreender as conexoes entre
elementos criticos é de grande relevancia para o desenvolvimento da teoria de sistemas dindmicos e
particularmente para o desenvolvimento de uma caracterizacao da fronteira da regiao de estabili-
dade. Essas conexoes sao estabelecidas pela existéncia de interse¢oes da variedade instavel de um
elemento com a variedade estavel do mesmo ou de outro elemento critico. Quando esta intersegao
é nao vazia, existe pelo menos uma 6rbita conectando ambos elementos criticos, ou seja, a 6rbita se
aproxima do primeiro elemento quando o tempo tende para menos infinito e tende para o segundo
elemento quando o tempo tende para o infinito. A existéncia destas conexdes é, em muitos casos,
a causa do surgimento de comportamentos complexos em sistemas dindmicos nao lineares.

Intersecoes de variedades instaveis e estaveis de elementos criticos podem gerar conexoes ciclicas
entre esses elementos. Estad comprovado que a existéncia desses ciclos geram dindmicas complexas
como solugdes caoticas [5].

A conexao ciclica mais simples ocorre quando a variedade instével de um elemento critico hiper-
bélico intercepta sua propria variedade estavel. Essa conexao é chamada de conexado homoclinica.
A Figura 2 ilustra esse cenario quando o elemento critico é um ponto de equilibrio hiperbdlico. A
interse¢ao da variedade instavel de um elemento critico hiperbélico ¥ com a variedade estavel de
um elemento critico hiperbélico distinto I" é chamada de conexao heteroclinica. A Figura 3 ilustra
essa situagao quando os elementos criticos sao pontos de equilibrio hiperbélicos. Uma sequéncia

de conexoes heteroclinicas de elementos criticos hiperboélicos 1, 12, . .. ocorre quando a variedade
instavel de v; intercepta a variedade estavel de 1,1 para cada i =1,2,..., com 9; # 1; para cada
[

X y

Figura 3: Um conexao heteroclinica entre dois pontos de equilibrio hiperbélicos.

DOI: 10.5540/03.2023.010.01.0033 010033-3 © 2023 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2023.010.01.0033

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 10, n. 1, 2023.

X3
X4

Figura 4: Uma conexao ciclica de quatro pontos de equilibrio hiperboélicos.

1 # 7. A sequéncia pode ser finita ou néo.

Uma conexao ciclica de p pontos de elementos criticos hiperbélicos distintos 11, . .., ocorre
quando esses pontos sao conectados por meio de uma sequéncia de conexoes heteroclinicas e a
variedade instavel de 1), intercepta a variedade estével de 1. A Figura 4 ilustra o caso p = 4. Se
essas intersecoes sao transversais, dizemos que 11, ..., %, formam uma conexao ciclica transversal.

4 Elementos Criticos Hiperbélicos na Fronteira da Regiao de
Estabilidade

Hiperbolicidade e condigoes de transversalidade sao suficientes para garantir a ndo existéncia de
conexoes ciclicas de pontos de equilibrio na fronteira da regiao de estabilidade. Entretanto, nao sao
suficientes para garantir a nao aparicao de conexoes homoclinicas e conexoes ciclicas heteroclinicas
de orbitas fechadas hiperbélicas.

Nesta secao, apresentaremos resultados que permitem afirmar, sob certas condigoes adicionais,
que a fronteira da regiao de estabilidade ndo admite conexdes ciclicas de elementos criticos hiper-
bolicos. Esses resultados sao os passos iniciais para desenvolver uma caracterizacao da fronteira
da regido de estabilidade como apresentada em [1], porém sem explorar o Lemma 3.5 de [1], que
foi demonstrado ser falso de acordo com [4].

Para isso, as seguintes suposigcoes serao empregadas:

(B1) Todos os pontos de equilibrio e orbitas fechadas na fronteira da regiao de estabiliade 0A(z*)
sao hiperboélicos;

(B2) As variedades estaveis e instaveis dos pontos de equilibrio e érbitas fechadas em JA(z®)
satisfazem a condicao de transversalidade;

(B3) Toda orbita na fronteira A (x®) se aproxima de um ponto de equilibrio ou uma orbita fechada
quando t — oo, isto é, o conjunto w-limite de todas as trajetorias na fronteira 9A(z®) é um
ponto de equilibrio ou uma o6rbita fechada.

Os proximo teorema assegura, sob as afirmagées (B1l) e (B2) a nao existéncia de conexdes
homoclinicas e conexoes ciclicas heteroclinicas de equilibrios hiperbélicos na fronteira da regiao de
estabilidade.

Teorema 4.1. (Conexdes Ciclicas de Equilibrios) Seja x® um ponto de equilibrio assintoti-
camente estdvel do sistema (2) e suponha que as afirmagées (B1) e (B2) sejam satisfeitas, entio
o sistema (2) nao admite conexdes homoclinicas, conexoes ciclicas e conexdes infinitas de pontos
de equilibrio na fronteira da regiao de estabilidade OA(x®).
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Demonstragao. Sob as afirmagoes (B1) e (B2), todos os pontos de equilibrio na fronteira da
regiao de estabilidade sao hiperbélicos e suas variedades estaveis e instaveis satisfazem a condicao
de transversalidade, ou seja, todas as intersecoes entre essas variedades na fronteira da regiao de
estabilidade sao transversais. A inexisténcia de conexdes homoclinicas e conexoes heteroclinicas
ciclicas decorre trivialmente do fato que se x e y sdo pontos de equilibrio hiperbdlicos, e W*(x)
e W#(y) tém uma intersecdo transversal nao trivial, entdo dim{W*(y)} < dim{W"(z)}. No caso
x =y, eliminamos a possibilidade de uma conexao homoclinica, pois em caso de conexao teriamos
dim{W"(z)} < dim{W*(z)}, o que ¢ um absurdo. Como a dimenséo da variedade instavel diminui
4 medida que avangamos nas conexoes heteroclinicas transversais, ndo hé como fechar ciclos por
meio de conexdes heteroclinicas de equilibrios hiperboélicos. Avancando nas conexoes, a dimensao
diminui de pelo menos uma unidade a cada conexao, e, certamente, atingiriamos, em um nimero
finito de conexdes, um ponto de equilibrio instavel do tipo-0 na fronteira da regiao de estabilidade,
o que é um absurso. Conseqiientemente, também nao hé conexoes heteroclinicas infinitas de pontos
de equilibrio hiperbolicos na fronteira da regiao de estabilidade. Isto conclui a demonstracao. [

Sob as suposigdes (B1), (B2) e (B3), os Teoremas 4.2 e 4.3 garantem a nado existéncia de
conexoes homoclinicas e conexoes ciclicas heteroclinicas de orbitas fechadas na fronteira da regiao
de estabilidade. Na demonstragao desses teoremas recorremos a um resultado, enunciado nesse
trabalho como Lema 4.1, e que é consequéncia do famoso Teorema de Smale - Birkhoff demonstrado
em [6].

Lema 4.1. Suponha que o sistema (2) admita uma conexdo homoclinica transversal de orbitas
fechadas ou uma conexdo ciclica heteroclinica transversal de drbitas fechadas, entio o sistema (2)
admite uma orbita que ndo se aprorima de nenhum elemento critico quando t — co.

O teorema a seguir demonstra, sob as suposi¢oes (B1), (B2) e (B3), a nao existéncia de
conexoes homoclinicas de érbitas fechadas na fronteira da regiao de estabilidade.

Teorema 4.2. (Conexées Homoclinicas de Orbitas Fechadas) Seja x* um ponto de equi-
librio assintoticamente estdvel do sistema (2) e suponha que as afirmagées (B1), (B2) e (B3)
sejam satisfeitas, entao o sistema (2) nao admite conexdes homoclinicas de orbitas fechadas na
fronteira da regido de estabilidade OA(x?®).

Demonstragao. Sob a afirmagao (B1), todas érbitas fechadas na fronteira da regido de estabilidade
sao hiperbolicas. Suponha que uma 6rbita fechada hiperbolica admita uma conexao homoclinica
na fronteira da regido de estabilidade. A afirmagao (B2) assegura que essa conexao é transversal,
entdao podemos afirmar pelo Lema 4.1 que o sistema (2) admite uma orbita que nao se aproxima
de nenhum ponto de equilibrio ou 6rbita fechada na fronteira dA(z*) quando ¢t — oo, violando a
afirmagao (B3). Logo, chegamos a uma contradigao e, portanto, a hipdtese da existéncia de uma
orbita fechada com uma conex@o homoclinica na fronteira da regiao de estabilidade é falsa. O

O teorema a seguir demonstra, sob as suposi¢oes (B1), (B2) e (B3), a nao existéncia de
conexoes ciclicas heteroclinicas de orbitas fechadas na fronteira da regido de estabilidade.

Teorema 4.3. (Conexdes Ciclicas Heteroclinicas de Orbitas Fechadas) Seja x° um ponto
de equilibrio assintoticamente estdvel do sistema (2) e suponha que as afirmagées (B1), (B2) e
(B3) sejam satisfeitas, entao o sistema (2) nao admite conexdes ciclicas heteroclinicas de drbitas
fechadas na fronteira da regido de estabilidade OA(x?).

Demonstragao. Sob a afirmagdo (B1), todas orbitas fechadas na fronteira da regiao de estabilidade
sao hiperbélicas. Suponha a existéncia de uma conexao ciclica heteroclinca de o6rbitas fechadas
na fronteira da regido de estabilidade dA(x®). A afirmacao (B2) assegura que essas conexoes
s@o transversais, entdo pelo Lema 4.1 podemos afirmar que o sistema (2) admite uma orbita que
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nao se aproxima de nenhum ponto de equilibrio ou orbita fechada na fronteira dA(x*) quando
t — 00, violando a afirmagao (B3). Logo, chegamos a uma contradigao e, portanto, a hipotese da
existéncia de uma conexao heteroclinica de orbitas fechadas na fronteira da regiao de estabilidade
é falsa. O

5 Consideragoes Finais

Neste artigo, condigoes suficientes para assegurar a ndo existéncia de conexdes ciclicas homo-
cinicas e heteroclinicas de elementos criticos na fronteira da regiao de estabilidade de um sistema
dindmico nao linear foram desenvolvidas. Sob estas condigbes, nao existem comportamentos com-
plexos na fronteira, tais como orbitas cadticas, no sentido de que toda trajetdria na fronteira da
regiao de estabilidade obrigatoriamente converge para um ponto de equilibrio ou para uma 6rbita
fechada. Estes resultados sao fundamentais para o futuro desenvolvimento de uma caracterizacgao
topologica e dindmica da fronteira da regidao de estabilidade de sistemas dindmicos nao lineares.
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