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Resumo. Um método do tipo Lagrangiano aumentado que além de resolver problemas de controle
otimo com restri¢coes mistas de controle e de estado na forma de desigualdades e fun¢ao de custo
nio suave, produz sequéncias que satisfazem as condi¢ées do principio do méaximo fraco assinto-
ticamente é investigado. A otimalidade dos pontos de acumulagdo das sequéncias geradas pelo
algoritmo proposto foi estudada via versoes inexatas das condigbes do principio do maximo fraco.
Apresentamos também resultados de experimentos numéricos que demonstram a efetividade pra-
tica de aplicagbes da teoria estudada no presente trabalho e projetamos algumas investigacoes que
podem ser desenvolvidas futuramente.
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1 Introducao

Dados [S,T] € R, U C R™ compacto e convexo, zg € R", £ : R™ —» R, f: [S, T]xR*"xR™ — R"
eg:[S,T]xR"xR™ — R™s, 0 Problema (P) estudado neste trabalho tem a seguinte apresentagio:
minimizar £(z(T))
sobre (x,u) € WH([S, T]; R™) x L>=([S, T]; R™) satisfazendo

() = f(t,z(t),u(t)) q.t.p. em [S, 17, (1)
0> glt,2(t),u(t)  qtp. em [S.T], )
u(t) e U q.t.p. em [S,T7, (3)
x(S) = zs. (4)

Procuramos na literatura métodos que resolvessem (P) e fossem capazes de gerar sequéncias do
tipo AWMP [6], mas nio obtivemos sucesso. Neste cenario, motivados pelos estudos de problemas
de programacéo néo linear de dimenséo finita por Birgin e Martinez em [2], infinita por Kanzow,
Steck e Wachsmuth em [5] e sistemas de equagoes diferenciais algébricas por Aguiar, Camponogara
e Foss em [1], propomos uma nova versao do método do Lagrangiano aumentado.

Métodos do Lagrangiano aumentado para problemas de programacao nao linear estao entre os
mais conhecidos e notaveis, veja [2, 5]. No entanto, muito pouco se discute sobre versdes para
problemas de controle 6timo. Trabalhos como [1], tratam de problemas diferentes de (P), mais
precisamente de sistemas de equacgoes diferenciais algébricas com restrigoes mistas de estado e de
controle na forma de igualdades. Mesmo usando a estratégia de [5], isto é, reescrever problemas
de controle 6timo na forma de programacdo nao linear (em dimensdo infinita), para entdo aplicar
a versao do método do lagrangiano adequada, é necessaria, entre outras hipo6teses, a imposicao de
suavidade na funcao de custo. Hipotese dispenséavel em nossa teoria.
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Ao longo deste trabalho, L§ com 1 <a <oce 8 € {1,...,n,m,my} representa os tradicionais
espacos L2([S,T];R%) e Wh! o espaco das funcdes absolutamente continuas z : [S,7] — R™.
A func¢do Hamiltoniana #H : [S,7] x R® x R™ x R™s x R™ — R associada a (P) é dada por
H(t,z,p,r,u) :=p- f(t,x,u) +r- g(t,z,u). Além disso, relembramos que um processo é um par
(x,u) formado por um controle u € LS e um arco z € W,l'! que é solugdo de (1) [8, pag. 202].
Um processo admissivel (Z, @) (processo que satisfaz (2), (3) e (4)) é dito minimo local fraco de
(P) se existir § > 0 tal que ¢(z(T)) < ¢(z(T')) para todos os processos admissiveis (z,u) tais que
(2(t), u(t)) € Qu(t) = {(y,v) € R (3, 0) — (5(t), a(t))] < 6} q.t.p. em [, ).

Moreira e de Oliveira apresentam em [6] as definigoes de sequéncias e processos AWMP. Base-
ados nelas e no contexto do Problema (P), podemos apresentar as seguintes definigoes.

Definicao 1.1 (Sequéncias AWMP). Uma sequéncia {(z%,uk, &5 p* r% N\F)bpeny € W x L2 x
LL xWhix L}nq x [0, +00) € chamada de sequéncia WMP? assintdtica (sequéncia AWMP)
se ezistirem sequéncias {e"}ren C L1, {5 ken, {05 ken C LY, j = 1,...,my, e {0*}ren C R”
com €% — 0 uniformemente, u]]?(t) —0e 9;?(16) — 0 para todo j =1,...,mq e quase todo t € [S,T1,
9% — 0 tais que, para todo k € N e quase todo t € [S,T],

(i) N+ [[p*| = # 0;

(i) (—p"(t),€"(t)) — (0,€"(t)) € co p,uH(t, (), p* (1), 7" (1), u"(1));

(iii) €F(t) € co Ny (uF(t));

(iv) % ()]g;(t, 2" (), uF (1)) — vF(t)] = 05 (t) e rk(t) <0, j=1,...,my;

(v) —p"(T) — 9% € N*0U(a*(T));
em que 0P e Ny (u*(t)) sio a subdiferencial limite de ® (® =H e ® = () e o cone normal limite
a U em uF(t) [8, Definicoes 4.3.1 e 4.2.3], respectivamente.

Definigao 1.2 (Processos AWMP). Seja (Z, @) um processo admissivel do Problema (P). Chama-
mos (Z,u) de um processo WMP assintdtico (processo AWMP) se existir uma sequéncia AWMP
{(zF,ub, &k pF vk NF) een tal que 2 — T e uF — @, ambas uniformemente.

A Condigao (iv) da Defini¢do 1.1 é mais permissiva que a Condigao (iii) de [6, Definigao 1]|. De
fato, o primeiro motivo é que consideramos a possibilidade da sequéncia {uf}keN assumir valores
diferentes para j = 1,...,mg, e 0 segundo ¢ devido a adi¢do da sequéncia {Hf}keN, j=1,...,m,.
Além disso, usando as Hipoteses (H) e (CC) mais as ideias da demonstragdo do Teorema 1 de [6]
podemos concluir que todo minimo local fraco de (P) é também um processo AWMP, ou seja, as
Condigoes AWMP, dadas por (i)-(v) acima, constituem condi¢oes necessarias de otimalidade.

2 O método

Nesta secao apresentamos uma versao do método do Lagrangiano aumentado para problemas
de controle 6timo na forma de (P). Mas, antes de apresenta-la, consideramos a hipotese:

(A) Existe M € (0,400) tal que, dado u € LY, a solugdo = de (1) e (4) satisfaz |z(t)] < M para
todo t € [S,T], com M independente de ¢ e u; As fungdes f(t,-,-) e g(t, -, -) sdo continuamente
diferenciaveis em ({d € R™ : |d| < M} =: X) x U para quase todo t € [S,T], g(-,z,u) e
V.g(-, z,u) sdo uniformemente limitadas para todo (z,u) € X x U e £ é Lipschitz continua.

Definigao 2.1. Dado p > 0, definimos a fung¢io Lagrangiano aumentado L, : R™ x RTQ xR™ — R
por Ly(z,r,u) = L(z(T)) + fg L,(t,x,r,u)dt em que L, : [S,T] x R" x R x R™ — R ¢ dada

por L,(t,x,r,u) :== (p/2) [27291 (max {g;(t,z,u) +7;/p, 0})2} )

3WMP é a sigla para Weak Mazimum Principle e simboliza as condi¢des do principio do maximo fraco.
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Feitas as devidas consideracoes, podemos apresentar o seguinte algoritmo.

Algoritmo 2.1. Sejam rr € R™s tal querg >0, v > 1, p° > 0 e7 € (0,1). Considere o conjunto
Rp :={é(t) eR™s | ¢ € L}ng e 0 < ¢(t) <rg para todo t € [S,T)}. Tome um controle u°(t) € U,
calcule wma trajetoria correspondente z°(t) resolvendo i(t) = f(t,z(t),u’(t)) com z(S) = zs.
Defina V(t) := max {g;(t,2°(t), u’(t)),0} para todot € [S,T] e j=1,...,my.

Tome 7°(t) € R, \° € [0,+00) e 0 € 9(z°(T)) e resolva p(t) = =V, f(t,2°(¢),u° ()T p(t) +
S [708)] Vag; (1, 20(8), () com p(T) = —X.

Defina k =0 e 7°(t) := 7°(t) para todo t € [S,T).

Passo 1. Defina r*(t) := —7*(t) para todo t € [S,T]. Se (x*,u¥ p* r* \¥) satisfaz um
critério de parada adequado, PARE.

Passo 2. Calcule uma solucio aprovimada u*+1(t), a trajetdria correspondente x**1(t)
e os multiplicadores p"™1(t) e A*™' do Problema (P*): minimizar L, (x,7*,u) sujeito a
(z,u) € WhL x L2, (1), (3) e (4).

Passo 3. Paratodot € [S,T] ej=1,...,mgy, defina ff“(t) := max {7 (t)+pg;(t, 21 (1),
uFt1(t)),0} e caleule ¥ (t) := projp, (F*71(¢)).

Passo 4. Defina paratodot € [S,T]ej=1,...,mg, ijH(t) := max {g; (¢, " (t), uF T (2)),

—ik(t)/p*}. Se ||Vk+1HL%q < T||Vk||LTo§g, entdo p*+1 .= p*; Caso contrdrio, pF*! .= pF.
Passo 5. Faca k < k+1 e vd para o Passo 1.

Baseados no conceito de solugao sub-6tima (ou controle sub-6timo) trazido por Hamel em
[4], consideramos uma solucio aproximada para (P*) quando a seguinte condicio ¢ valida:

(B) Existe (z*+1, u**1) vidvel para o Subproblema (P¥), (\F+1 phtl ¢h+l) € (0, +00] x WHT x
L}, e sequéncias {e*}ren C L, e {0%}pen C R™, tais que MM+ |[pFFH| e £ 0, (—pFTL(2),
L)) — (0,eF1(1)) = VoM e (t, ™ TH(t), pTH(t), 7 (1), u*T1(t)) para quase todo ¢ €
[S,T), com H,(t,z,p,r,u) == p- f(t,z,u) — L,(t,x,r,u), E¥FL(t) € co Ny (u*+1(t)) q.t.p. em
[S,T], —p*T1(T) — 9%+t € \NFH19¢(2*+1(T)), e*+1 — 0 uniformemente e 95+ — 0.

A seguir, estudamos a otimalidade das sequéncias {(z*, u*)}ren geradas pelo Algoritmo 2.1.

Teorema 2.1. Suponha que a sequéncia {(z*,u*)}ren gerada pelo Algoritmo 2.1 admita um ponto
de acumulagdo (T,u), ou seja, sem renomear os subindices das subsequéncias, podemos assumir
que ¥ — T e u* — u, ambas uniformemente. Se (T,@) for um processo admissivel para (P) e as
Hipdteses (A) e (B) forem satisfeitas, entdo (Z,u) é um Processo AWMP.

Demonstragdo. Pelo Passo 2 do Algoritmo 2.1 e a Hipotese (B), as Condigoes (i), (iii) e (v)
da Defini¢do 2.1 sio satisfeitas para todo k& € N e quase todo t € [S,T], com 9*T! — 0.
A Condigdo (i) também ¢é vélida, pois se definirmos ri(t) = —#%*'(t) = —max{Fi(t) +
pFg;(t, 2" (), uF1(¢)),0} para todo k € N, j = 1,...,m, e quase todo t € [S,T], entdo pela
Hipotese (B), para todo k € N e quase todo t € [S,T], (—p*t1(¢t),e¥1(¢)) — (0,651 (2)) =
VoMt 2F (), pP L (#), r* L (8), uF 1 (t)), com e+ — 0 uniformemente.

Para verificarmos a Condigao (iv), devemos considerar os seguintes casos.

(a) {p*}ren € limitada. Nesta situagdo ¢ possivel concluir que existe um kg € N e um p > 0
tal que p* = p para todo k > ko. Isso quer dizer que o Algoritmo 2.1 achou uma sequéncia
cujas iteragdes, a partir de ko, satisfazem |V« < 7||[VF|| L . Entdo, |V <

T||Vk°||L$n<;g. Assim, ||Vk°+2||L$ngg < T||Vk0+1||L;>Y<L>g < 72||Vk0|\L%og. Por um processo de
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m

recorréncia, ||[V*|p~ < 7F||[VF|| e para todo k > kg. Como 7 € (0,1), tomando limite
g ”Ylg
com k — oo, segue que ||V*| L= — 0 e, consequentemente, para quase todo t € [S, 77,
ey

VI () = max {g; (1, 271 (0), T (), =75 (00"} 50, j=1,omg. (5)

Agora, note que como (Z,u) é admissivel para (P), g(t) := g(¢,Z(t),a(t)) < 0 q.t.p. em
[S,T). Definindo Ij< ={te[S,T]:g;(t) <0} e IJQ ={te[S,T]:g;(t)=0},i=1,...,my,
temos med (I~ UTY) = med(I;*) + med(I}) = med([S,T]) = 1, j = 1,...,m,. Assim, fixando
um j€{l,...,mg} eumt € Ij< U I]Q C [S,T], ambos arbitréarios, devemos analisar:
(i) t € I7. Retornando & (5), conclufmos que #(t)/p* — 0. Como ri*'(t) = =3 (t) =
—max {7 (t) + pFg;(t, a*1(t),u"1(t)),0} para todo k > ko, segue que rf“(t) =
—pF max {7¥(t)/p* + g;(t, 2" (t), u*T1(t)),0} = 0 para todo k suficientemente grande.
Tomando v (t) := 0 e 051 () := P () [g;(t, "1 (1), "+ (1)) —v5 T (t)] para todo
k > ko, temos 9;-”1(75) = 0 para todo k suficientemente grande. Como ¢ € I~ foi fixado
arbitrariamente, 9;?+1(t) = V]]?Jrl(t) = 0 para todo t € I e k suficientemente grande.
(i) t € IJQ. Pela continuidade de g;(t,-,-) em X x U e das convergéncias de {z**1(t)}ren
e {uF*1(t)}ren, segue que g;(t,z* 1 (), uF+1(t)) — 0. Logo, {ri™"(t)}ren ¢ limitada
para todo k € N. Definindo Vf“(t) =0e 0;““(15) = r;-”l(t) [g;(t, 2 T1(t), uFTL(2))—
I/éﬂ—l(t)] para todo k € N, segue que 9;“’1(15) = 0 para todo k suficientemente grande.
Como ¢ € I5* foi fixado de forma arbitraria, 65" (t) = 5" (t) = 0 para todo t € I? e k
suficientemente grande.
Portanto, como j € {1,...,m4} foi fixado arbitrariamente, 0;‘3“(1%) = V;H_l(t) = 0 para todo
k suficientemente grande, j = 1,...,m, e quase todo ¢t € [S,T]. Assim, concluimos que
{VJI»€+1};€GN, {9§+1}k€N C L1} para todo k suficientemente grande e j = 1,...,my.

(b) p* — +oo. Inicialmente, perceba que pelo Algoritmo 2.1, {ff(t)}kew, j=1,...,mg, é&limi-
tada para todo t € [S,T] e riT(t) = —FFH(t) = — max {7 (t)+pPg; (¢, z (1), uPT1(2)), 0} <
0 para todo k € N, t € [S,T] e j =1,...,my. Além disso, pela continuidade de g;(¢,-, ) em
X x U e as convergéncias uniformes de {z*™}ycn e {uF*1} e, para todo t € IY, obtemos

lg(t, 2™ (1), 1 (2))] = 0. (6)

Como feito no Caso (a), fixando um j € {1,...,m,} e um t € I~ U I? C [S,T], ambos
arbitréarios, devemos considerar os seguintes casos:
(i) t € Ij<. Nesta situacdo, pela continuidade de g;(t,-,) em X x U, podemos tomar
ko € N suficientemente grande e concluir que r;i”l(t) = 0 para todo k > k. Definindo
I ik k ~J;
oEr (1) =0e O () = riT(E) (g, (8, 2FT(), uFT(t)) — DT ()] para todo k € N,
segue que 9;““(15) = 0 para todo k > ko. Logo, como t € Ij< foi fixado de forma

arbitraria, 65" (t) = ¥ (t) = 0 para todo t € I e k > ko.

(i) t € IJ. Se fixarmos um k € N arbitrario, entdo podemos considerar os casos em
que g;(t,zFTL(t),uk () > 0 e g;(t,a*H1(t),u**1(t)) < 0. No primeiro caso, defi-
mindo 95F1() = [g;(t, a* (8, k)] e OFF(1) = L) g5t 2R HL(E), uFH(E))
ﬂ?f“(t)], segue que éf“(t) = 0. Logo, como t € IjQ foi fixado de forma arbi-
traria, éf“(t) = 0 para todo t € I]Q. No segundo caso, pelo Algoritmo 2.1, p* >

0, #(t) > 0 e ri*(t) < 0. Como g;(t,z"+!(t),uF1(t)) < 0, segue que 7¥(t) +

pFg;(t, e (2), w1 (1)) < 7). Assim, max{F}(t) + pFg;(t, 2" (t), " (1)), 0} <
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max{7¥(t),0}. Consequentemente, 75" (t) = — max {7 (t)+ p"g; (t, ¥+ (t), u"+1(1)), 0}
> — maux{f;»C (t),0}. Desta forma,
0 = 7 () (=g (8, 2" (1), b TH(1)))

> —max{F} (t), 0} (—g; (£, 2" T1(1), u*F1(2))) (7)

= —75 (t)]g; (8, " (), W* T ().
Como k € Net € I} sao arbitrarios, se o caso em que g;(t, oFH1(t), uF*T1(t)) < 0 ocorrer
infinitas vezes, da limitagao de {ff (t) }ren para todo t € I]Q e k € N, da convergéncia em
(6) e de (7), ryHH(t) (g (1, (1), T (D)) — 0 e —FF(1)]g; (8, " (2), 1 (1))] — 0
para todo ¢ € 9. Consequentemente, ao tomarmos 25 (t) := |g;(t, 2*+1(t), uF*1 (1)) e
HA;ﬁl(t) = r;.”l(t) [g;(t, 2 F2(t), ub T (t)) — 195““(75)] para todo k € N e t € I}, teremos

que ﬁf“(t) —0e éf“(t) — 0, ambas as convergéncias q.t.p. em I3.

Pela arbitrariedade de j € {1,...,m,}, se para todo k suficientemente grande definirmos
k ik k ~k k jk k K

9j+1(t) = 9j+1(t), v () = Vj+1(t) parat € IS e 9j+1(t) = 0j+1(t), v; () = Vj+1(t)
para t € I, entdo podemos concluir que V]]-H_l(t) —=0e 9;-“+1(t) —0,j=1,...,m,, com

ambas as convergéncias q.t.p. em [S,7T]. Além disso, {VJ’?H};CGN, {9;”1};@@\; C L} para todo
k suficientemente grande e j = 1,...,my.

Portanto, como por hipétese z¥ — # e u* — 4, ambas uniformemente, e (z,%) é admissivel,
segue que (Z,u) é um processo AWMP. O

3 Algumas Aplicacoes

Nesta secao fornecemos duas aplicagoes do método do Lagrangiano aumentado proposto em
problemas de controle 6timo. A implementacao foi feita em MATLAB. O critério geral de parada
para o Algoritmo 2.1 foi as Condigoes (i)-(v) da Definigdo 1.1. Utilizamos precisdo de 107°.
Adotamos 10% como o niimero maximo de iteracdes e 50 pontos para discretizar uniformemente
[S,T]. Tomamos rg = 50, 7(t) := 10V t € [0,1], p° :== 1072, v := 1,7l e 7 := 1073, Os
Subproblemas (P*) foram resolvidos usando o método Sequential Quadratic Hamiltonian (SQH)
[3, Algoritmo 1] com os parametros € := 1,6, x := 1078, 0 := 5, ( := 1078 e  := 10°. O ntimero
méximo de iteracoes adotado para o método SQH foi igual a 200. Escolhemos o método SQH, pois
por [3, Teorema 6], ele gera sequéncias que satisfazem a Hipotese (B), necessaria ao Algoritmo 2.1.

Exemplo 3.1 (Seierstad e Sydsaeteir [7, pag. 271]). O Problema (P1)* consiste em:
minimizar —x(t)dt

sobre (x,u) é WEL([0,1];R) x L*([0,1];R) satisfazendo
z(t) = x(t) + u(t) g.t.p. em [0,1]
0>u(t)+z(t)—2 qtp. em]|0,1],
u(t) € [-1,1] g.t.p. em [0,1]

z(0) = 0.
Uma solugio exzata para (P1) é dada por (Z(t),u(t)) = (et — 1,1) V t € [0,In(2)] e (Z(t),u(t)) =
(2t +1—21In(2),1 +2In(2) — 2t) V ¢t € (In(2),1], ver [7, pag. 273]. Na Figura 1, além desta
solugao, exibimos os resultados obtidos pelo método proposto para x, u e os multiplicadores p e r.
Os erros absolutos® fornecidos pelo Algoritmo 2.1 para z, p e r foram e, ~ 0,0063, e, ~ 0,0299 e

40 Problema (P1) esté escrito na forma de Lagrange, enquanto o Problema (P) esté4 escrito na forma de Mayer.
Felizmente, isso nao é um obstaculo para nossas analises, pois eles sao equivalentes.

5 As solugdes exatas para os multiplicadores associados a (%, 4) sdo dadas por p(t) = (4 — 2In(2))e ™t — 1Vt €
0,In(2)], p(t) =1 -tV te (In(2),1],7(t) =0Vt € [0,In(2)] e 7(t) =1 -t V¢t e (In(2),1], ver [7, pag. 273].
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e, ~ 0,0003, respectivamente. Além disso, pelo fato de H(t,xz,p,r,u) = p(x+u)+x+r(u+x—2),
temos H(1,Z(1),p(1),7(1),a(1)) = z(1), pois p(1) = 7(1) = 0. Logo, qualquer u(l) € [—1,1]
minimiza H(1, z,p,r,u). Desta forma, o método SQH pode apresentar problemas em t = 1, como
pode ser visto na Figura 1. No entanto, como buscamos u em L ([0, 1];R) podemos descartar u(1)
das nossas andlises de erro, resultando em e, ~ 0,0059.

L s,

.
®  Aprox. x - ‘..
6 - - -Exatax ‘p’ *,
1415 *  Aprox. p 2* | \
Exata p .'. 0.5¢ .0{
1.2 .p" i
= .’. —
—
= 1 i h=e
—_ ." —~ 0 5
=08 & =
X o 3
0.6
| .'.-. 05t * Aprox.u
04 ',.' == ~Exatau
0.2t .'..’. ® Aprox.r
.,.t" Exata r
oen® . . . . A ; . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

t

DOI: 10.5540/03.2023.010.01.0110

Figura 1: Resultados numéricos para u°(t) := 1V ¢t € [0,1]. Foram feitas 22 iteragoes.

Como na teoria das condigdes AWMP, no Algoritmo 2.1 ndo precisamos impor suavidade na
funcdo de custo. O segundo exemplo exibido neste trabalho ilustra esta situagao.
Exemplo 3.2. O Problema (P2) € dado por:

minimizar |z(1) — 2|
sobre (w,u) € WHL([0,1];R) x L>°([0,1];R) satisfazendo

z(t) = u(t) q.t.p. em [0,1],
0> —u(t)+0,5z(t) g¢.t.p. em[0,1],
u(t) € [0, 2] g.t.p. em [0,1],
x(0) = 0.
Como a fungdo de custo é ndo negativa e o par de fungées x(t) == 2t ¥V ¢t € [0,1] e u(t) :=

2V t€[0,1] é vidvel para (P2), seque que ele também é uma solugao dtima para (P2). Na Figura
2 exibimos o grafico desta solucao junto com os resultados obtidos pelo método do lagrangiano
aumentado proposto e também o erro absoluto.
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Figura 2: Resultados numéricos para u°(t) := 0V t € [0,1] e A? := 1. Foram feitas 14 iteragoes.

Mediante os resultados exibidos nos Exemplos 3.1 e 3.2, concluimos que o método proposto
comportou-se bem frente aos desafios de cada problema, atestando assim a sua potencialidade.
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4 Consideracoes Finais

Neste trabalho propomos um método do tipo Lagrangiano aumentado capaz de gerar sequéncias
cujos limites, quando existem, sdo processos AWMP e apresentamos alguns exemplos que ilustram
a teoria. Além disso, fizemos algumas aplicagbes do algoritmo proposto para a solu¢do numérica de
alguns problemas de controle 6timo que servem para demonstrar a sua viabilidade prética e também
evidenciar suas potencialidades. Para trabalhos futuros desejamos implementar o Algoritmo 2.1
a problemas mais complexos (nimero maior de restri¢oes, restrigoes nao lineares, etc.) e também
aplicar nossa teoria a problemas reais, por exemplo, em modelos de espalhamento de doencas como
a Covid 19 e a dengue.
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