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Resumo. Consideramos dois dipolos magnéticos fixos no plano, livres para girar, separados por uma
distancia r, sujeitos a um campo magnético externo homogéneo aplicado com uma certa orientagao.
Esse sistema é um sistema dindmico ndo-linear e o objetivo deste trabalho é determinar e classificar
seus pontos de equilibrio e as bifurcagoes sofridas pelo sistema causadas por variagdes da intensidade
do campo aplicado. As equagdes do movimento dos dipolos sdo obtidas a partir da segunda lei de
Newton em termos angulares e dos torques que cada um dos dipolos sofre devido & presenga do
outro e devido ao atrito de rotagao. Mostramos que, dos pontos de equilibrio obtidos na auséncia de
um campo magnético externo, apenas dois sio estaveis. A medida em que a intensidade do campo
externo aplicado varia, o sistema pode sofrer quatro tipos diferentes de bifurcacbes que podem
destruir, criar e mudar a estabilidade destes pontos de equilibrio. Para altas intensidades, apenas
quatro pontos de equilibrio sao observados, dos quais apenas um, associado & orientagao dos dipolos
na direcao do campo aplicado, é estéavel.

Palavras-chave. dipolos magnéticos, pontos de equilibrio, bifurcagées, sistemas dinamicos.

1 Introducao

Neste trabalho, temos interesse em materiais magnéticos (imas) e como eles reagem na presenga
de um campo magnético externo. O primeiro trabalho relevante nessa linha é o de Alfred Marshall
Mayer (1836-1897) publicado em 1878 [5]. Em seu trabalho, Mayer estudou configuracoes de
equilibrio e estabilidade de agulhas imantadas presas a corticas, boiando em &gua, sob o efeito de
um ima [7]. Apos os experimentos, o autor constatou que, para alguns nimero de agulhas, poderia
haver duas ou mais configuragdes em diferentes estado de equilibrio [5].

Como o objetivo do nosso trabalho é estudar a interagao de dipolos sob a influéncia de um
campo magnético aplicado, temos alguns trabalhos mais recentes sobre esse assunto. Dentre eles,
o trabalho de Laroze et al. [4] no qual foi estudada a dindmica de interagdo de duas particulas
magnéticas anisotropicas, via interagao dipolo-dipolo, sob a presenca de um campo aplicado. Nesta
mesma linha, temos o trabalho de Laroze e Vargas [3] sobre a dinAmica de um sistema, sem
dissipagao, da interagao de duas nanoparticulas magnéticas sob a influéncia de um campo magnético
aplicado. Além disso, temos o trabalho de Rosa, Cunha e Ceniceros [6] em que estudaram as
configuracoes de equilibrio de particulas magnéticas com e sem um campo magnético aplicado,
utilizando simulagoes do tipo Monte-Carlo.

Nosso trabalho visa compreender, do ponto de vista matematico, a interagao entre dois dipolos
magnéticos e as alteragoes causadas na estrutura desse sistema com a aplicacdo de um campo
magnético externo através de técnicas computacionais aplicadas a sistemas dinadmicos. Procuramos
identificar mudancgas nos pontos de equilibrio causadas pela mudanca da intensidade do campo
magnético externo. Tais mudangas sdo chamadas de bifurca¢ées. Ao variarmos os parametros do
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sistema, os pontos de equilibrio podem ter sua estabilidade mudada, novos pontos de equilibrios
podem ser criados ou ainda pontos de equilibrio podem ser destruidos. As bifurcacoes estudadas
neste trabalho tém como caracteristica ocorrerem quando algum autovalor da matriz jacobiana do
sistema se anula, e esses tipos de bifurcagdes estao associadas a colisdo de pontos de equilibrio [8],
que podem causar a destruigdo e¢/ou mudanga de sua estabilidade.

2 Dois Dipolos na Presenca de Um Campo Externo

Tomamos o dipolo 1 como origem O do sistema de coordenadas e a reta que o une com o
dipolo 2 como eixo z, o vetor 7 como sendo o vetor posi¢do unitario. Os angulos 61 e 6 sdo,
respectivamente, os dngulos de rotagao dos dipolos 1 e dipolo 2 em relagao ao eixo x do sistema de
coordenadas como visto na Figura 1. O sistema tem um amortecimento & proporcional & velocidade
angular dos dipolos, isto é, existe uma resisténcia ao movimento de rotacao dos dipolos causada
pelo meio em que os dipolos estao imersos. Esta resisténcia causa um torque que afeta o movimento
de rotacao dos dipolos. O sistema esté sujeito a um campo externo homogéneo B aplicado com
uma orientagao 6*, isto €,

B = (bcos0*,bsin6"). (1)

Figura 1: Dois Dipolos na Presenca de Um Campo Externo. Fonte: [7].

Pela Segunda Lei de Newton para o movimento angular, o balango dos torques do sistema para
cada dipolo i é

oo : _ ) ext 7
Lo = Z Ti = Tmag + Trmag + Tatr- (2)
onde I; é o momento de inércia do dipolo i, Tfn"’”;g é o torque magnético externo do campo em cada

dipolo, 74;, é o torque de atrito e 7},,, torque de interagao entre os dipolos, com 4 € {1,2}.
Entao, o sistema que governa a interagao dos dipolos é dado por:

9:1 = 141

oz & 3)
v1 = —(2cosfysinb; +sinfycosfi)+ ~*sin(6* —0;) — vy

Vs = —(2cosf;sinfy 4 sinf; cosba)+ ~*sin(6* — 03) — E*vn

onde v; é a velocidade angular do dipolo 4, para i € {1,2} e v*,£* sdo parAmetros admensiona-
lizados que representam a intensidade do campo externo e a constante de dissipagao de energia,
respectivamente.

DOI: 10.5540/03.2023.010.01.0028 010028-2 © 2023 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2023.010.01.0028

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 10, n. 1, 2023.

Para anélise das bifurcagoes no sistema (3) precisamos conhecer os pontos de equilibrio na
auséncia do campo externo, para isso consideramos v* = 0. Procuramos as solugoes desse sistema
e, por inspecao, temos os seguintes oito pontos de equilibrio:

(0,0), (0,7), (m,0), (m,7), (37 /2,37 f2) , (37 2,7 J2) , (7 /2,7 [2) , (" 2,37 2) .

Os pontos de equilibrio podem ser vistos também como as intersecgoes das equagdes vy = 0 e
Vs = 0 representadas na Figura (2).
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Figura 2: Pontos de equilibrio do sistema com v* = 0 representados pela interseccao das equagoes
v = f(z,y) =0e vy =g(x,y) = 0. A estabilidade dos pontos de equilibrio ¢ ilustradas pela cor
dos pontos.

De acordo com o trabalho anterior [7] os pontos (0,0) e (7, 7) sdo os unicos pontos estaveis
do sistema, e através do método Runge-Kutta, com o qual conseguimos achar apenas os pontos
estaveis a partir de condicoes iniciais quaisquer, achamos apenas esses dois pontos. Utilizaremos
a notagao representada na Tabela 1 para nos referirmos aos pontos de equilibrio do sistema na
auséncia do campo externo e, também, aos pontos que derivam desses pontos, na presenca do
campo externo.

Tabela 1: Notacao para representar os pontos de equilibrio do sistema na auséncia do campo

externo.

Notagao | Ponto de Equilibrio
Po,0) (0,0)
Plam) (m, )
Px,0) (,0)
Po,x) (0,m)

7)(7’ 2,7 /2) (7‘-/27 W/Q)

P a3 p2) (7/2,3Pif2)

7)(3" 2,7/2) (37T/27 7T/Q)

P(Bw 2,37 /) (3'”/27 3”/2)
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3 Bifurcacgoes

Para encontrarmos as bifurcagbes que o sistema sofre & medida em que alteramos o parametro
~*, vamos usar o Método da Continuacao [2]. Neste método consideramos sistemas da forma:

F(\z) =0, (4)

sendo A é um pardmetro que ao variar, altera a solugdo do sistema. A equagdo do método é dada
pelo sistema de EDO [2]:

o) =~ | Grnal))] - GEO) )

Com este método, podemos encontrar o valor critico ) no qual as bifurcagdes acontecem. Além
disso, com este método, podemos construir o diagrama de bifurcacao do sistema. Esta tarefa,
porém, nao é facil. Para construirmos os diagramas de bifurcagéo, apenas o Método de Continuagao
nao é suficiente, pois quando a bifurcagao acontece, a matriz jacobiana do sistema é singular e a
continuagao nao pode ser levada adiante.

Assim, para a construcdo desses gréaficos utilizamos trés métodos numéricos. O primeiro é o
Método da Continuagao para determinar o conjunto dos pontos de equilibrio de v* = 0 até a
primeira bifurca¢do. O segundo método é o Método Runge-Kutta de 4* Ordem, utilizado para
verificar a estabilidade dos pontos de equilibrio encontrados, isto é, para cada configuracao do
sistema, simulamos sua evolugao temporal para diversas condigoes iniciais e verificamos para onde
o sistema evoluiu. Finalmente, o Método de Newton-Raphson [1] é usado para determinar o
primeiro ponto de equilibrio depois de alguma bifurcagao, para que possamos aplicar novamente
o Método da Continuagao até uma nova bifurcagao. Nos diagramas de bifurcagao, indicamos por
linha cheia os pontos estaveis e por linha tracejada os pontos instaveis. Além disso, utilizamos o
grafico das intersegoes das equagoes de vy = 0 e Vs = 0 para verificagao dos resultados. Utilizamos
os dados gerados através da implementagao dos métodos numeéricos e o software gnuplot para
elaboragao dos graficos.

Analisaremos, como exemplos, dois casos:

1. Orientagdo 6* do campo igual & orientagdo dos dipolos em um ponto instavel na auséncia de
campo, e tomaremos como exemplo §* = 37 /2;

2. Orientagdo 6* em um angulo qualquer, e tomaremos como exemplo 8* = 7/20.

Para 6* = 37/2, em v* = 1, na Figura 3, temos uma bifurcagdo do tipo tridente instavel [§]
envolvendo trés os pontos instaveis: Pr o), P(o,x) € P(rjo,np)- Ao aumentarmos a intensidade do
campo externo, os pontos instaveis Py o) € P(o,r) se movem em dire¢ao ao ponto instavel Pz, = o).
Entao, em ~; = 1, os trés pontos colidem, restando apenas o ponto instavel P« sy rs)-

Em ~} = 3, como pode ser observado na Figura 4, temos a bifurcagdo tridente supercritica
envolvendo os dois pontos estdveis do sistema, P 0) € P(r,x), € 0 ponto instavel Pax s, 3rs). Os
pontos estéveis P(g,0) € P(r,x), & medida em que a intensidade aumenta, migram para o ponto
instéavel P(r/y =) Em 7 = 3, os trés pontos colidem, restando apenas Psr s, 3r/5), que deixa de ser
instavel e passa a ser estavel.

Um outro exemplo é obtido para 6* = 7/20. Neste caso, ocorrem quatro bifurcagoes, ilustradas
nas Figuras (5), (7) e (6). Uma delas é uma bifurcagao sela-noé [8], que aparece agora de uma forma
diferente, com a criagao de dois pontos de equilibrio.

A primeira bifurcacao é uma tridente subcritica, e ocorre em 7 = 1.02 envolvendo trés pontos,
Pirrys Pirjosnszy € Planjynpo)- A medida que aumentamos a intensidade, os pontos Pnjaanpoy €
P(snfo,ns2) migram em diregdo ao ponto P(r ). Em 7 = 1.02, os trés pontos colidem e os pontos
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Figura 3: Bifurcacdo tridente instével em v} = 1 com campo externo na orientagao 6* = 37/2. O
eixo x representa o angulo 01 e o eixo y representa o angulo 2. Na imagem a esquerda, v* = 0.80;
na imagem do centro, v* = 0.90 e na imagem & direita, v} = 1.
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Figura 4: Bifurcagdo tridente supercritica em v = 3 ¢ com campo externo na orientagao 6* = 37/a.
O eixo x representa o angulo #; e o eixo y representa o dngulo 6. Na imagem a esquerda, v* = 2.80;
na imagem do centro, 7* = 2.90 e na imagem a direita, 7} = 3.

Pnjonsa)y € Panpon) sa0 destruidos, restando apenas o ponto P(r r), que se torna instével. E
assim, nessa intensidade, temos seis pontos de equilibrio no sistema.

A segunda bifurca¢do é uma tridente instével, com diagrama de bifurcagdo representado na
Figura 5, e que ocorre em ~; = 1.60. A bifurcagdo envolve trés pontos instaveis Psx s, sr/s),
Pir0) € Po,r)- A medida em que a intensidade aumenta, como podemos observar no diagrama de
bifurcagao na Figura 5, os pontos P(g,x) € P(r,0) se aproximam do ponto Psrys sx/). Em v = 1.60,
trés pontos colidem e os pontos P(g,r) € P(r,0) sao destruidos, restando apenas o ponto P(sr, sz ),
que permanece instavel. Nesta intensidade, h& quatro pontos de equilibrio no sistema.

Em ~¥ = 1.78 ocorre uma bifurcagdo sela-nd, porém agora de maneira um pouco diferente,
pois sao criados dois novos pontos. Chamamos esses pontos de Ponto Novo 1 e Ponto Novo 2,
representados nas Figuras 7 e 6. Deste modo, nessa intensidade, o sistema volta a ter seis pontos
de equilibrio. A ultima bifurcacdo, em ~) = 2.05, é uma sela-n6 instavel na qual dois os pontos
instaveis P(r x) € P(/z,7 o) colidem e ambos sao destruidos. A medida que a intensidade aumenta,
esses dois pontos instaveis se movem um em diregao ao outro e, em . = 2.05, colidem e sao ambos
destruidos. A partir dessa intensidade, o sistema fica com quatro pontos de equilibrio, sendo P(g o)
o Unico estavel.

E importante ressaltar que, na Figura 6, apesar de haver um cruzamento dos pontos 77(7,,”) e
Ponto Novo 1 e, também, dos pontos P« »/,) € Ponto Novo 2, esses cruzamentos nao representam
novas bifurcacoes. Esses cruzamentos se dao apenas por causa da proje¢ao no plano do diagrama
de bifurcagao que é originalmente um grafico tridimensional, como visto na Figura 7. Os pontos
0, correspondentes a estes pontos de cruzamento sao diferentes em cada um dos ramos e portanto,
o cruzamento dos ramos nao configura uma bifurcagao.
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Figura 5: Bifurcacao tridente instavel com 6* = 7/20. O primeiro gréfico representa o diagrama
de bifurcagao em relacao a 60y, o eixo y representa 61 e o e eixo x representa v*. O segundo
grafico representa do diagrama de bifurcagao onde o eixo x, eixo da direita, representa v*, o eixo

y representa #; e o eixo z representa 6s.
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Figura 6: Diagrama de bifurcacdo com 6* = 7/20. O primeiro grafico representa o diagrama de

bifurcacdo em que o eixo x representa v*, o eixo y representa 61. O segundo grafico representa o
diagrama de bifurcagao em que o eixo x representa v* e o eixo y representa 0.
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Figura 7: Bifurcagoes com 6* = 7/20. O gréfico representa o diagrama de bifurcacdo. O eixo x,
eixo da esquerda, representa v*, o eixo y representa 61 e o eixo z representa 6
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4 Consideracgoes Finais

Neste trabalho, estudamos a dindmica da interagao entre dois dipolos magnéticos planos, se-
parados a uma distancia fixa e livres para girar. Nestas condicbes, a dinimica é nao-linear e as
oscilagoes do dipolos levam o sistema para uma de duas configuragoes possiveis: os dois dipolos
orientados na dire¢ao 0 radianos ou na direcao m radianos. Estas duas configuragoes correspondem
aos dois pontos de equilibrio estaveis do sistema dentre os oito ponto de equilibrio que identificamos
para o sistema.

Identificamos quatro tipos de bifurcagoes que ocorrem em valores criticos de intensidade do
campo aplicado. Neste ponto, o determinante da matriz jacobiana do sistema é nulo. Trés dessas
bifurcagoes sao dos tipos convencionais (Sela-N6, Tridente Supercritica e Tridente Subcritica) e as
outras duas nomeamos de Sela-No6 Instavel e Tridente Instéavel. Observamos que, ao aumentarmos
a intensidade do campo magnético externo, o sistema tende a permanecer com quatro pontos de
equilibrio, sendo apenas um estavel na direcao do campo externo.
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