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Resumo: O uso das funções pseudo-pressão é um dos métodos utilizados na literatura para linea-
rizar a equação da difusividade. Entretanto, a aplicação deste método não lineariza o problema por
completo sendo necessário o uso de técnicas alternativas, como o método da Pertubação. Essa meto-
dologia foi utilizada majoritariamente em trabalhos referentes ao escoamento de gás. Contudo, este
trabalho propõe uma abordagem da pseudo-pressão dependente da permeabilidade voltada para
um escoamento monofásico de óleo em reservatório multicamadas. A partir da implementação do
modelo proposto, diferentes cenários com propriedades de reservatório e curvas de permeabilidade
dependente da pressão podem ser testados.
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1 Introdução
A equação da difusidade hidráulica é uma equação não linear que rege o fluxo em meios porosos.

A não linearidade dessa equação despertou a necessidade de difundir métodos de linearidação. A
utilização de uma pseudo-pressão é um método que não lineariza totalmente o problema, sendo
necessário o uso de métodos alternativos para resolver a parcela não-linear. Em 2011, [2] apresentou
um trabalho contendo a solução para o fluxo de gás utilizando Funções de Green. Posteriormente,
em 2013, [1] apresentou uma solução perturbativa para o problema, mostrando que a solução
truncada no termo de segunda ordem é uma aproximação precisa e pode ser aplicada para fins
de engenharia. Em 2019, [4] apresentou uma solução para o fluxo de gás utilizando Funções de
Green e um método pertubativo para reservatórios com duas regiões de permeabilidade. Seguindo
esses estudos, em 2022, [3] apresentou a solução para o fluxo de óleo. É possível observar que os
estudos referentes ao fluxo de gás foram majoritariamente explorados. Com isso, este trabalho visa
propor uma solução aproximada para o fluxo de óleo considerando a pseudo-pressão dependente
da permebilidade em reservatórios multicamadas.

2 Formulação Proposta
Partindo das formulações propostas por [2], [1], [4] e [3] foi possível desenvolver uma a solução

aproximada para a pseudo-pressão dependente da permeabilidade para um escoamento monofásico
de óleo em um reservatório multicamadas. A formulação para um reservatório multicamada será
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apresentada a partir da formulação para o problema referente a um reservatório com duas cama-
das. Como as formulações citadas anteriormente foram utilizadas para um escoamento de gás foi
necessário avaliar e adaptar as hipóteses do problema de acordo com o nosso propósito. Sendo
assim, consideraremos um reservatório com duas camadas conforme Fig. 1:

Figura 1: Modelo para Reservatório de Duas Camadas

Além disso, consideraremos as seguintes hipóteses:

• Permeabilidade Inicial (ki) constante em todas as direções em cada camada;

• Vazão constante (q)

• Fluxo monofásico, isotérmico e radial;

• Fluido com baixa compressibilidade;

• Reservatório infinito e isotrópico por camada;

• Efeitos gravitacionais desprezíveis;

• Efeito de estocagem e dano de formação no poço serão desconsiderados.

Definiremos a função pseudo-pressão dependente da permeabilidade (mj(pj)) por:

mj(pj) =

∫ pj

pB

kj(x)dx (1)

onde pB é uma pressão de referência.

Sendo assim, a variação da pseudo-pressão (∆mj(pj)) é dada por:

∆mj(pj) = mj(pi)−mj(pj) =

∫ pi

pj

kj(x)dx (2)

Considerando as derivadas parciais obtidas a partir da definição de ∆mj(pj) e partindo da
Equação da Difusividade em termos da função pseudo-pressão tem-se:

1

r

∂

∂r

(
r
∂∆mj(pj)

∂r

)
=

ϕctµ

kj(pj)

(
∂∆mj(pj)

∂t

)
(3)
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Pelas hipóteses do problema, temos as seguintes condições iniciais e de contorno em termos de
∆mj(pj):

Condição Inicial:
∆mj(pj)(r, t = 0) = mj(pi)−mj(pj) = 0 (4)

Condição de Contorno Interno:

qj = −2πhj

µ

(
r
∂∆mj(pj)

∂r

)
r=rw

(5)

Condição de Contorno Externo:

lim
r→∞

∆mj(pj)(r, t) = 0 (6)

Com a finalidade de simplificar as equações do problema as variáveis adimensionais serão defi-
nidas por:

rD =
r

rw
(7)

e

tD =
keq(pi)

ϕµctr2w
t (8)

onde keq(pi) é a permeabilidade equivalente inicial dada por keq(pi) =
k1(pi)h1+k2(pi)h2

ht
.

Portanto, ao substituir as variáveis adimensionais na Eq. (3) e após manipulações algébricas a
seguinte equação é obtida:

1

rD

∂

∂rD

(
rD

∂∆mj(pj)

∂rD

)
= HDj

∂∆mj(pj)

∂tD
(9)

Onde o coeficiente de difusividade será definido por HDj
(pj) =

keq(pi)
kj(p)

.
Portanto, as condições de contorno podem ser reescritas por:

Condição Inicial:
∆mj(pj)(rD, tD = 0) = 0 (10)

Condição de Contorno Interno:

qj = −2πhj

µ

(
rD

∂∆mj(pj)

∂rD

)
rD=1

(11)

Condição de Contorno Externo:

lim
r→∞

∆mj(pj)(rD, tD) = 0 (12)

Definiremos a pseudo-pressão adimensional (mDj
) por:

mDj
(rD, tD) =

2πht

qµ
∆mj(pJ) (13)

Sendo assim, em termos de mDj
tem-se na camada j :
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Equação Diferencial Parcial:

1

rD

∂

∂rD

(
rD

∂mDj

∂rD

)
= HDj

∂mDj
(pj)

∂tD
(14)

Condição Inicial:
mDj (rD, tD = 0) = 0 (15)

Condição de Contorno Interno: (
rD

∂mDj

∂rD

)
rD=1

= −qjht

qhj
(16)

Condição de Contorno Externo:

lim
r→∞

mDj (rD, tD) = 0 (17)

Considerando agora a Equação Diferencial do problema com termo fonte (fDj ) temos:

1

rD

∂

∂rD

(
rD

∂mDJ

∂rD

)
−HDJ

∂mDJ

∂tD
= fDj

(rD, tD) (18)

O desvio hidráulico (wDj
) será definido por:

wDj
= HDj

− 1 (19)

Sendo assim:

1

rD

∂

∂rD

(
rD

∂mDj

∂rD

)
−

∂mDj

∂tD
= wDj

∂mDj

∂tD
+ fDj

(rD, tD) (20)

2.1 Função de Green

A solução da Eq. 20 é encontrada a partir da Equação Integro-diferencial de Volterra:

mDj
(rD, tD) =

∫ ∞

0

∫ tD

0

[
fDj

(r′D, t′D) + wDj
(pDj

)
]
GDj

(rD, r′D, tD, t′D)dt′Ddr′D (21)

Onde a Função de Green (GDj
) é da forma:

GDj
(rD, r′D, tD, t′D) =

1

4π(tD − t′D)
exp

(
− (rD − r′D)2

4(tD − t′D)

)
I0

(
rDr′D

2(tD − t′D)

)
(22)

2.2 Método da Perturbação e da Potência

Uma das grandes potencialidades do Método da Perturbação é a sua capacidade de abordar
equações diferenciais não lineares através de uma sucessão de equações, geralmente lineares, mais
simples de resolver. Nesta metodologia, a equação da difusividade com permeabilidade depen-
dente da pressão (Eq. 20) é perturbada pela introdução da variável ε pela multiplicação do fator
responsável pela não linearidade:

1

rD

∂

∂rD

(
rD

∂mDj

∂rD

)
−

∂mDj (p)

∂tD
= εwDj

(mDj
)
∂mDj (p)

∂tD
+ fDj

(rD, tD) (23)

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 10, n. 1, 2023.

DOI: 10.5540/03.2023.010.01.0103 010103-4 © 2023 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2023.010.01.0103


5

Considerando que a pseudo-pressão pode ser representada por uma Expansão Assintótica de
potências de ε tem-se que:

mDj
= m

(0)
Dj

+ ε1m
(1)
Dj

+ ε2m
(2)
Dj

+ ... =

∞∑
k=0

εkm
(k)
Dj

(24)

Substituindo (24) em (23), após rearrumar os termos de acordo com as potências de ε:

ε0

 1

rD

∂

∂rD

rD
∂m

(0)
Dj

∂rD

−
∂m

(0)
Dj

∂tD
− fDj

+ ...+

εk

 1

rD

∂

∂rD

rD
∂m

(k)
Dj

∂rD

−
∂m

(k)
Dj

∂tD
− wDj

(m
(k−1)
Dj

)
∂m

(k−1)
Dj

)

∂tD

+ ... = 0

(25)

Sendo assim, o problema pode ser dividido em dois sistema de equações da forma:

Ordem 0:
PDE : 1

rD
∂

∂rD

(
rD

∂m
(0)
Dj

∂rD

)
−

∂m
(0)
Dj

∂tD
− fDj

= 0

IC : m
(0)
Dj

= 0

EBC : limrD→∞ m
(0)
Dj

= 0

Ordem k ≥ 1:
PDE : 1

rD
∂

∂rD

(
rD

∂m
(k)
Dj

∂rD

)
−

∂m
(k)
Dj

∂tD
− wDj

(m
(k−1)
Dj

)
∂m

(k−1)
Dj

)

∂tD
= 0

IC : m
(k)
Dj

= 0;

EBC : limrD→∞ m
(k)
Dj

= 0

Assim como [3], considerando a solução Integro Diferencial podemos encontrar a solução, onde
será considerado que o truncamento no termo de ordem um é suficiente:

m
(0)
Dj

=

∫ ∞

0

∫ tD

0

fDj
GDj

dt′Ddr′D = qDj
pDj

(26)

e

m
(1)
Dj

=

∫ ∞

0

∫ tD

0

wDj (pDj )
∂pDj

∂tD
GDjdt

′
Ddr′D (27)

Note que para ε = 1 o problema corresponde ao original. Portanto, a solução para mDj será
dada por:

mDj
= m

(0)
Dj

+m
(1)
Dj

= fDj
pDj

+m
(1)
Dj

(28)

2.3 Solução do Modelo

O objetivo deste trabalho é encontrar uma solução para o comportamento da pseudo-pressão
no poço. Para isso, acoplando as soluções por camada é possível obter uma resposta para o
comportamento da pseudo-pressão no poço em função das respostas por camada. Sendo assim,
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conhecendo a solução da pseudo-pressão de cada camada j (Eq. 28), temos as seguintes condições
de acoplamento no poço:

Condição de Acomplamento entre Pseudo-pressões:

mD1(rD = 1, tD) = mD2(rD = 1, tD) (29)

Condição de Acomplamento entre Vazões:

1 = qD1(rD = 1, tD) + qD2(rD = 1, tD) (30)

Pelas condições de acoplamento tem-se que no poço as soluções pseudo-pressão das camada são
iguais. Denominando a solução da pseudo-pressão no poço por mDw é possível obter uma média
como solução:

mDw
=

mD1
(rD = 1, tD) +mD2

(rD = 1, tD)

2
(31)

Sendo assim, substituindo Eq. (28) na equação anterior:

mDw
=

fD1pD1 +m
(1)
D1

+ fD2pD2 +m
(1)
D2

2
(32)

Para um resultado multicamadas, basta adaptar a solução para a quantidade de camadas em
questão.

3 Resultados

O resultado obtido nesta seção é baseado na implementação de um algoritmo contendo a solução
do modelo proposto. A partir de dados iniciais para um reservatório de duas camadas com mesmas
propriedades é possível comparar a solução do modelo de duas camadas com a solução da linha
fonte para um reservatório equivalente (pwD). A Tabela 1 apresenta as propriedades de fluido e
rocha do reservatório em cada camada.

Tabela 1: Propriedades do Reservatório
Caso rw q Camadas k(pi) keq(pi) ϕ µ hj

(m) (m3/dia) (md) (md) (cp) (m)
A 0.1 500 2 500 500 0.2 1.0 15

A curva de permeabilidade dependente da pressão de cada camada é obtida a partir de k(pi).
Para ajustar os pontos, uma interpolação polinomial foi implementada utilizando uma curva de
referência para a permeabilidade dependente da pressão baseada em dados reais (Fig. 2). Além
disso, a Fig. 2 mostra o resultado obtido ao implementar a solução do modelo proposto para
pseudo-pressão dependente da permeabilidade em comparação com a solução da linha fonte para
um reservatório equivalente.
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(a) Curvas de Permeabilidade (b) Resultados comparativos em escala loglog

Figura 2: Resultados do Caso A utilizando o modelo proposto

Analisando o gráfico, é possível observar grande similaridade entre as curvas. A diferença nos
passos iniciais é maior, porém ainda assim com uma ordem pequena.

4 Considerações Finais
Neste trabalho foi proposta a solução para um modelo de pseudo-pressão dependente da per-

meabilidade para um reservatório de duas camadas que pode ser extendido para um reservatório
multicamadas. Os resultados do modelo apresentaram grande similaridade com a solução da linha
fonte, atendendo assim ao propósito dos autores. Além disso, o modelo pode ser testado para
diferentes números de camada, propriedades de fluido e rocha e curvas de permeabilidade. .
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