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Resumo. Neste trabalho, discutimos uma aproximagao numeérica por diferencgas finitas para a de-
rivada fracionaria de uma fung¢do com respeito a 1, a qual chamamos aproximacao F'F 1-Riemann-
Liouville. Nesse sentido, apresentamos a defini¢do da aproximacao, dois exemplos e uma aplicagao,
a fim de elucidar o resultado apresentado.

Palavras-chave. Derivada fracionaria de Riemann-Liouville de uma fungdo com respeito a outra,
Aproximagdo F'E y-Riemann-Liouville, Euler avancado.

1 Introducao

O célculo fracionario surgiu quase ao mesmo tempo que o calculo classico de Newton e Leibniz,
no entanto, naquele momento teve pouca atracao para os pesquisadores da época. Somente a partir
de 1974, apo6s a primeira conferéncia dedicada ao calculo fracionério, que este comega a ganhar
destaque na comunidade cientifica. Nos tltimos anos, o calculo fracionario tem se destacado
como uma ferramenta muito eficaz para descrever fendmenos complexos [11]. Véarias definigoes
de derivadas fracionarias ao longo dos anos foram sendo introduzidas, sendo as mais conhecidas,
aquelas de Riemann-Liouville e de Caputo [1, 2, 12, 17-20].

As equagoes diferenciais de ordem fracionaria (EDFs), provaram ser ferramentas valiosas na
modelagem de muitos fendmenos em varios campos da ciéncia e das engenharias [10, 15]. Por
exemplo, EDFs podem ser usadas para caracterizar sistemas complexos relacionados & memoéria e,
propriedades hereditarias como deformacgao viscoelastica, difusao anémala, processamento de sinal
e mercado de agoes [3, 7, 8, 14].

Por outro lado, a solucao numérica de EDFs é um tépico de bastante interesse para diver-
sos pesquisadores. Varios métodos numeéricos para resolver EDFs e equagdes integro-diferenciais
fracionarias foram desenvolvidos [4, 5, 9, 13, 21].

Motivado pelas ideias do trabalho [16], onde se discute a aproximacgao L1 — 2 ¢-Caputo e, do
trabalho [6], onde se aproxima a integral de Riemann-Liouville, desenvolvemos uma aproximagao
para a derivada fracionaria de Riemann-Liouville de uma fungao com respeito a outra. Neste
trabalho é apresentada uma aproximagao chamada F'E i-Riemann-Liouville.
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2 Definicoes e consideracoes importantes

Nesta segao, apresentamos duas defini¢oes, no caso, a integral fracionaria de uma funcao
com respeito a fungdo i e a derivada fracionaria de Riemann-Liouville de fun¢do u com respeito
a funcao v, por vezes chamada derivada fracionaria ¥-Riemann-Liouville. Além disso, faremos
algumas consideragoes da malha associada ao problema e apresentamos a definicao da aproximagao
FE 1p-Riemann-Liouville.

Definigao 2.1. [12] Sejam (a,b) (—oo < a <t < b < 00) um intervalo finito ou infinito da reta
real R e o > 0. Também, seja ¥(-) uma fungao crescente e mondtona positiva sobre (a,b], com
derivada continua ¢¥'(+) sobre (a,b). Entao, as integrais fraciondrias de uma fungdo u com respeito
a outra fungdo 1 sobre [a,b], & esquerda e a direita, sao definidas por:

sty / () ((t) — ()2 u(€)de, (1)

1%y / V() ((E) — (1)  u(€)de, (2)

respectivamente, onde I'(+) € a fungdo gama.

Definicao 2.2. [12] Sejam a >0, n € N, I = [a,b] o intervalo (—oo < a <t < b < 0), ¥(t) uma
fungao crescente e ' (t) # 0, para todo t € I. As derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville, a
esquerda e a direita, de uma fung¢ao u com respeito a i de ordem «, sao dadas por

D;;%(:e):( ! d) oty (f)

Yr(t) dt
1 1 d e / n—a—1
M(W)dt) | wewo - ver-tuea 3)

) B

no b
w}@)i) /t7//(5)(1/’(5)*dj(t))n*o‘*lu({)dg, (4)

\
. &la

T(n—a)
respectivamente, onde n = [a] + 1, com [a] sendo a parte inteira de a.

Por outro lado, consideremos uma malha uniforme com pontos tg, t1, - -+, ¢y de um intervalo
[a, b], onde At serd a amplitude do passo, t, = kAt para 0 < k < N e v uma fun¢do continua em
[a,b]. O método de Euler avangado (FE) para a aproximagao da derivada de primeira ordem da
funcao u no intervalo [t;_1,t;], 1 < j < N, é dado por

D+U(tj) — u(tj+1)At_ u(t]) ] (5)

A aproximacao apresentada a seguir, surge como resultado do uso do método de Euler avancado
para aproximar a derivada que aparece na Eq.(3) como discutido em [16] e definindo a fun¢io u(t),
dada por

u(t) = u(t;), paratodo t€ [t;,tj41),

seguindo a ideia apresentada em [6] na aproximagcao da integral de Riemann-Liouville.
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Definigao 2.3. Sejam 0 < o < 1, I = [a,b], u € C(I,R), ¥(t) uma fungdo crescente tal que
() £0 e D?(;wu(t) € C(I,R) para todo t € I. Dada uma malha uniforme de pontos to, t1, - -,
tny do intervalo I, tal que tg = a, t, = kAt para 0 < k < N, onde At é a amplitude de passo. A
aproximacgao FE ¢-Riemann-Liouville de u no ponto ty de ordem «, € dada por

k—1
DO, = ey A | O M) () v
=0

—(W(trg1) = (tj41) % = (k) — 0(E)) 7 + ((tr) — Y(tj41)) ]
Futy) (W(tr) — ¥ (te) "}

3 Casos particulares da derivada -Riemann-Liouville

A fim de exemplificarmos, consideramos dois casos particulares da derivada fracionaria -
Riemann-Liouville, dos quais aproximamos a solu¢ao usando a aproximacao da Defini¢ao 2.3. No
primeiro caso, temos a derivada fracionaria de Hadamard, isto é, quando % (¢) = In(¢). Para isso,
calculamos a derivada fracionaria ¢-Riemann-Liouville de ordem « da fungdo u(t) = t37® com
a = 0,5 usando a aproximacao F'E 1-Riemann-Liouville, onde a solugao analitica é dada por

:In .In d —a:ln
ngl (t)u(t) _ ]D)g’l (t)t3+a _ <tdt) Ié sl (t)t3+a _ (3+ a)at3+a.
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Figura 1: Derivada exata e aproximada da derivada fracionaria de Hadamard da funcdo u(t) = t>7* com
a=0,5, At =1/10 (esquerda) e At = 1/80 (direita).

A Figura 1 mostra os resultados numeéricos obtidos quando usada a aproximagcao apresentada,
com 9 (t) = In(t), u(t) = 37 o = 0,5. Onde dois espacamentos de malha At = 1/10 e At = 1/80
foram usados.

Na Tabela 1 foram registrados os erros usando a norma infinito, as taxas de erro do caso de
Hadamard para dois valores do parametro o (o« = 0,5 e o« = 0,8) e o tempo computacional.
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4
a=0,5 a=0,8

At Erro -], | T. Conv. | Erro |||, | T. Conv.
0,10000 | 8,47483e-02 1,17081 | 2,41879e-01 1,07340
0,05000 | 3,735746-02 | 1,18179 | 1,11073e-01 | 1,12278
0,02500 | 1,66116e-02 1,16921 | 5,01696e-02 1,14662
0,01250 | 7,505726-03 | 1,14612 | 2,249066-02 | 1,15749
0,00625 | 3,45351e-03 1,11993 | 1,00542e-02 1,16152
0,00313 | 1,61695e-03 1,09479 | 4,49388e-03 1,16177
0,00156 | 7,68691e-04 1,07280 | 2,01128e-03 1,15985
0,00078 | 3,700446-04 | 1,05471 | 9,02208¢-04 | 1,15658

Tabela 1: Erro e taxa de convergéncia da derivada de Hadamard da fungéo u(t)

a=0,8.

— t3+a

para o = 0,5 e

No segundo caso, apresentamos a derivada fracionéaria de Katugampola, isto &, quando 9(t) =

t?, p > 0. Agora calculamos a derivada fracionaria -Riemann-Liouville de ordem o = 0,6 da
fungao u(t) = e3t. A derivada fracionaria ¢-Riemann-Liouville ¢ dada por

1 d 1— Oztp St 1
ptr=1dt 0 ptP—1

3 dlatp
k:'dto

+
k —_—
3 ( ) tk ap.
k+

A Figura 2 apresenta os resultados numéricos comparando & solugao exata e a solugao aproximada
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Figura 2: Derivada exata e aproximada da derivada de Katugampola, com o = 0,6, At = 1/40,¢e p =0, 1
(esquerda) e p = 1,2 (direita).

usando a Defini¢do 2.2, representando o caso ¢(t) = ¢”, onde p = 0,1 e p = 1,2, « = 0,6 e
u(t) = 3. As duas figuras sdo apresentadas com o mesmo espacamento de malha At = 1/40.

Na Tabela 2 sao exibidos os erros e taxas de convergéncia para o segundo caso, usando os
mesmos valores dos parametros da Figura 2.
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a=0,6 p=0,1 p=12

At Erro -], | T. Conv. Erro |||, | T. Conv.
0,10000 | 7,93036e-+00 1,13565 | 1,40681e+00 1,22870
0,05000 | 3,47079¢1 00 | 1,19212 | 5,65391e-01 | 1,31511
0,02500 | 1,49769e-+00 1,21253 | 2,18605e-01 1,37092
0,01250 | 6,465326-01 | 1,21194 | 8,21471e-02 | 1,41204
0,00625 | 2,81517e-01 1,19950 | 3,00837e-02 1,44923
0,00313 1,24161e-01 1,18101 1,06955e-02 1,49198
0,00156 | 5,55377e-02 1,16067 | 3,64233e-03 1,55407
0,00078 2,51627e-02 1,14218 1,14609e-03 1,66814

Tabela 2: Erro e taxa de convergéncia da derivada de Katugampola para a = 0,6, p=0,1ep=1,2.

4 Aplicacao

Nesta sec¢ao, apresentamos uma aplicagao usando a aproximagao por diferencas finitas da De-
finigdo 2.3. Para isto, construimos um sistema de equagoes lineares usando a aproximagao da
seguinte forma:

k
. 1 1
DV u(t = > akjujo1+b
w0 TR a) )AL | 2 st T et (6)

j=1

onde, apj = (Yry1 — 1) " = (Yrg1 — ) 7 = (e — 1) 7+ (n — )" 77,

b = (Yr1 — i)' % 5 = ¥(t)) e uj = u(ty).

As escolhas feitas para a fungao t(t) sdo motivadas pelos casos particulares da derivada fracionaria
1-Riemann-Liouville [17].

Aplicacao 4.1. Encontrar u(t) tal que

D™y = 3243, t e (0,1],a € (0,1)
u(At) = A3,

usando a Definicdo 2.3. A solucdo exata ¢ u(t) = t3.

Solugéo exata e aproximada
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Figura 3: Solugdo exata e aproximada com « = 0,3, onde os espacamentos de malha sdo At = 1/10
(esquerda) e At = 1/80 (direita).
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Na Figura 3 sao apresentados os resultados numéricos, onde comparamos a solugao exata e a
solucdo obtida usando a Definigdo 2.3, para o caso em que ©(t) = In(t) e « = 0,3. O espagamento
de malha empregado foi At =1/10 (esquerda) e At = 1/80 (direita).

a=0,3 a=20,9

At Erro ||-]|,, | T. Conv. | Erro |||, | T. Conv.
0,10000 | 4,48275e-02 1,10216 | 1,15449e-01 1,05441
0,05000 | 2,11360e-02 | 1,08468 | 5,44962e-02 | 1,08303
0,02500 | 1,01207e-02 1,06239 | 2,56097e-02 1,08947
0,01250 | 4,90963e-03 | 1,04363 | 1,20205e-02 | 1,09119
0,00625 | 2,40511e-03 1,02951 | 5,63966e-03 1,09182
0,00313 | 1,18641e-03 | 1,01950 | 2,64555e-03 | 1,09204
0,00156 | 5,88020e-04 | 1,01267 | 1,24103e-03 | 1,09203
0,00078 | 2,92360e-04 | 1,00812 | 5,82250e-04 | 1,09183

Tabela 3: Erro e taxa de convergéncia para a = 0,3 e a = 0, 9.

A Tabela 3 mostra os resultados obtidos para o erro e a taxa de convergéncia, usando a norma
infinito (vetorial). Foram usados dois valores para o parametro o, a = 0,3 e a =0, 9.

5 Consideracoes finais

Neste trabalho, foi possivel desenvolver uma aproximagao por diferencgas finitas para a derivada
fracionaria de Riemann-Liouville de uma fun¢ao u com respeito a outra . Nesse sentido, alguns
experimentos numéricos foram realizados, casos particulares da derivada fracionaria -Riemann-
Liouville, notando que as taxas de convergéncia sdo proximas de um. Além disso, uma aplicagao
unidimensional, obtendo taxa de convergéncia proxima de um, finaliza o trabalho.
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