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Resumo. O primeiro codigo quantico corretor de erros (CQCE) foi proposto por Shor [11]. A
partir dessa publica¢ao, muitos pesquisadores tém focado aten¢ao na construgdo e/ou investigagao
de propriedades de novas familias de coédigos quanticos. Os codigos assimétricos tém a propriedade
de protegdo desigual para diferentes tipos de erros: a distancia minima para erros do tipo Z (d.) é
diferente da distancia minima para erros do tipo X (dz). No que concerne ao cddigo de superficie,
este € um tipo particular da classe de codigos Calderbank-Shor-Steane (CSS) [5]. No codigo de
superficie, tanto os qubits quanto os operadores estabilizadores estao associados a elementos geo-
métricos da respectiva superficie e dependem fortemente da topologia da mesma. Neste trabalho,
utilizamos a formulacdo dos cédigos quanticos assimétricos de superficie (CQAS) proposta por Al-
buquerque et. al. [1], definidos sobre superficies orientaveis, e construimos CQAS sobre superficies
néo orientaveis. Verificamos que alguns CQAS propostos neste artigo possuem taxa de codificagao
melhores que os correspondentes obtidos em [1], os quais sdo derivados de superficies orientéaveis de
mesmo género.

Palavras-chave. Codigos de superficie, Coédigos Assimétricos, Superficies ndo orientaveis, Cédigos
quéanticos corretores de erros

1 Introducao

A teoria dos codigos quanticos corretores de erros (CQCESs) originou-se em meados de 1995,
com Peter Shor [11]. Em seu trabalho, Shor apresentou o primeiro CQCE, o qual consiste de uma
concatenagao de dois codigos de 3 qubits cada, um projetado para corrigir erros do tipo bit-flip e
o outro construido para corrigir erros do tipo phase-shift.

Apos tal artigo, a teoria dos CQCEs tem se desenvolvido rapidamente, com a construcao de
diversos tipos de codigos. Em 1996, Calderbank et al. introduziram uma classe importante e
conhecida de CQCEs: os codigos Calderbank-Shor-Steane (CSS) [5], [12]. Os codigos CSS fazem
parte de uma classe ainda mais geral de cédigos quanticos denominados cédigos estabilizadores,
que, por sua vez, sao uma versao quantica derivada de codigos cléssicos lineares [6].
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Em 1997, Kitaev propos uma maneira diferente de gerar codigos estabilizadores [8]. Em seu
trabalho, Kitaev construiu o bem conhecido cédigo térico. Em um toro, Kitaev considerou uma
tesselagdo quadrangular regular (ou seja, a tesselagdo {4,4}), e associou os qubits as arestas dessa
tesselagao. Ademais, associou operadores vértice aos vértices e operadores face as faces da referida
tesselagao. Dessa forma, os geradores do codigo estabilizador agem de forma local, ou seja, os
operadores agem apenas numa vizinhanga dos respectivos qubits, resultando no fato de que as
palavras-codigo tornam-se resistentes a ruidos locais [4].

Ao longo do tempo o codigo torico foi muito estudado donde diversos autores apresentaram
varias propostas de extensdo e generalizacdo para tal codigo. Em particular, o trabalho de Albu-
querque et.al.[2| generaliza as ideias do codigo torico para superficies compactas de género g > 2,
utilizando-se ferramentas da geometria hiperbolica. Tais codigos sao conhecidos atualmente como
codigos de superficie.

No que concerne aos codigos qunticos assimétricos (CQAs), tais codigos sdo definidos sobre
canais quanticos em que erros dos tipos bit-flip e phase-shift podem ter probabilidades diferentes
de ocorréncia. A ideia de correcao desigual de erros foi introduzida por Andrew Steane em [12].
Assim como o codigo torico, construgoes de novas familias de coédigos assimétricos foram propostas
(veja, por exemplo, [10]). Em tal artigo, Sarvepalli et.al, propuseram uma construcao de CQAs
obtidos a partir de codigos LDPC por meio da construgao CSS, a qual foi generalizada para
codigos assimétricos. Mais recentemente, em [1], Albuquerque et.al. construiram codigos quanticos
assimétricos de superficie (CQAS) em superficies compactas e orientéaveis.

O objetivo principal deste trabalho é estender a construgdo proposta em [1] para superficies
compactas e ndo-orientaveis. A construgdo proposta aqui gera codigos com pardmetros melhores
que os parametros dos respectivos codigos assimétricos gerados sobre superficies orientéveis.

2 Geometria Hiperbdlica

Nesta secao revisaremos alguns conceitos da geometria hiperbélica necessarios para o desenvol-
vimento do trabalho. Para maiores detalhes recomendamos [7], [13] e [3].

A geometria hiperbélica, assim como véarias outras geometrias ndo-euclidianas, surgiram como
resposta a negacdo do quinto postulado de Euclides. Ha dois modelos (equivalentes) para a geo-
metria hiperbdlica: o semi plano superior H? = {z = x + iy € |S(2) > 0} e o disco de Poincaré,
D? = {z € C;|z| < 1}.

O espaco H? munido com a métrica

Vdz? + dy?
ds — V4T ay” (1)
Y
é conhecido como plano hiperbdlico ou plano de Lobachevsky e essa métrica é a métrica

hiperbélica. Essa aplicagdo é, de fato, uma métrica [7].

Z sobre R, tal que det(g) = 1 é denominado grupo unimo-
dular, denotado por SL(2,R). O conjunto das transformagoes de Mobius v : C — C

O grupo das matrizes g =

az+b
cz+d’

1(2) = (2)
em que a,b,c,d € R e ad — ¢d = 1, forma um grupo cujo produto das transformacoes é dado
pelo produto das matrizes correspondentes, e o elemento inverso corresponde & matriz inversa.
Cada transformagao T pode ser representada por um par de matrizes +g € SL(2,R). O grupo
projetivo especial linear ¢ definido como sendo o quociente PSL(2,R) = SL(2,R) \ {£1-}.
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As transformacoes de Mobius sdo homeomorfismos que preservam a distancia hiperbolica em H?.
Portanto, o grupo PSL(2,R) é um subgrupo do grupo de todas as isometrias de H?, denotado por
Isom(H?). Consequentemente, a transformacao v em PSL(2,R) “leva’ geodésica em geodésica.
Como as transformacoes de Mobius sao transformagoes conformes, ou seja, preservam angulos,
segue-se que a area hiperbolica é invariante sob todas as transformagoes em PSL(2,R). A seguir
definimos o conceito de grupo Fuchsiano.

Definigao 2.1. Um grupo Fuchsiano é um subgrupo discreto de PSL(2,R).

Definicao 2.2. Seja (X,d) um espago métrico e I' um grupo de homeomorfismos agindo pro-

priamente descontinuamente em X. Um subconjunto fechado F C X com interior nao vazio €
denominado regidgo fundamental de T se

(i) Uper T(F) = X;

(ii) intF NT(intF) = 0;¥T e T\ {I},

em que int(F') é o conjunto dos pontos interiores de F'.

A familia {T(F) : T € T'} é denominada tesselacdo de X.

Sabe-se que qualquer superficie topologica compacta M pode ser obtida de um poligono P’ por
pares de arestas identificadas se as condigoes de comprimento e dngulos sejam satisfeitas [13]. Mais
especificamente, sejam I um grupo de isometrias que preservam a orientagao e D um poligono para
I'. Uma transformacgao de emparelhamento de lados é uma isometria que preserva orientagao
v € '\ {I} que identifica um lado s € D a outro lado s’ = (s) € D. Note que cada vértice v € D
é aplicado a outro vértice de D sob uma transformacao de emparelhamento de lados associada a
um lado cuja extremidade é v. Cada vértice v de D possui dois lados s e xs (de D) incidentes em
v. Denotamos por (v, s) um vértice v e um lado s de D com extremidade v, e por (v, xs) o par do
vértice v e o outro lado *s com extremidade v. Considere o seguinte procedimento:

e Sejam v = vy um vértice de D e sg um lado com uma extremidade em vg. Seja 3 uma
transformacdo de emparelhamento de lados associada ao lado sg. Assim, v; “leva” sp a um
outro lado s de D.

e Sejam s1 = y1(sg) e v1 = Y1(vp). Isso fornece um novo par (vq, s1).
e Counsidere agora o par (v1,+*s1). Esse é o par consistindo do vértice v; e o lado *s7.

e Seja 7o a transformagdo de emparelhamento de lados associada ao lado *s;. Entao, y2(*s1)
é um lado sy de D e y3(v1) = vg um vértice de D.

e Repita o processo acima indutivamente.

Desta forma, obtém-se uma sequéncia de pares de vértices e lados dados a seguir:

(o) ()= ()= (R) ()= ()= ()=

Como existe somente um namero finito de pares (v, s), esse processo de aplicacdo de uma
transformagao de emparelhamento de arestas seguida por uma aplicagao * deve eventualmente
retornar ao par inicial (vg,sp). Seja A > 0 o menor inteiro para o qual (vy,*sy) = (vo, So). A
sequéncia de vértices vg — v; — -+ — vx_1 € o ciclo de vértices, e a transformagao yxya—1--- Y271
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é denominada transformacgao de ciclo eliptico. Como a quantidade de pares de vértices e lados
é finita, entao existe apenas uma quantidade finita de ciclos de vértices e transformacoes de ciclos
elipticos.

Um emparelhamento de lados de P’ define um espacgo de identificagdo Sp/ e, nesse espago de
identificacao, existe uma funcao distancia que coincide com a distancia hiperbodlica para regides su-
ficientemente pequenas no interior de P’, tornando-o uma superficie hiperbolica quando os angulos
de cada ciclo de vértices somam 27.

Uma superficie compacta H?/T ¢ o espago de identificagdo de um poligono se o poligono &
uma regiao fundamental para I'. Uma condi¢ao necessaria e suficiente para um poligono ser regiao
fundamental ¢ a seguinte [13]:

Teorema 2.1. (Condi¢io de lado e dngulo) Se um poligono compacto P’ € regidgo fundamental
para um grupo de isometrias que preservam a orientacdo I de S?, R? ou H?, entdo:

e para cada lado s de P’, existe um tnico lado s’ de P’ tal que s’ = (s), para v € T;

e dado um emparelhamento de lados de P’, para cada conjunto de vértices identificados, a soma
dos dngulos deve ser igual a 2w. Esse conjunto € um ciclo de vértices.

Teorema 2.2. (Poincaré) Um poligono compacto P’ satisfazendo as condigoes de lado e angulo é
uma regiao fundamental para o grupo I' gerado pelas transformacoes de emparelhamento de lados
de P', eT' é um grupo Fuchsiano.

3 Cobdigos de Superficie

Nesta secao revisaremos a construcao do cédigo toérico bem como a construcao dos cédigos de
superficie com género g > 1.

Considere uma tesselacao por quadrados no toro [ X I. As arestas dessa tesselagao sao colocadas
em correspondéncia bijetora com os qubits. Como cada aresta pertence a duas faces da tesselagao,
segue-se que |E| = 2I?, ou seja, o comprimento da palavra-codigo é igual a n = 2[2.

Os operadores estabilizadores estao associados aos vértices e as faces da tesselagao. A cada
vértice v da tesselagao esta associado um operador X, que age como a matriz de Pauli X nos
qubits associados a cada aresta adjacente a esse vértice e como a identidade em todos os outros
qubits. A cada face f da tesselacao esta associado um operador Z; que age como a matriz de Pauli
Z nos qubits que estao associados a cada aresta que esté na fronteira de tal face e como identidade
em todos os outros qubits. Em resumo: X, = @ p XO0UEE) ¢ 7, = Rjcr Z9U€Es) em que 6 &
o delta de Kronecker.

Figura 1: Suporte dos operadores face (Zy) e vértice (X,) do Codigo Toérico de Kitaev.

Dessa forma, o codigo torico de Kitaev é o subespaco do espaco de Hilbert H de dimenséao 220
definido por:

C={l); Xol) = [v); Zf¢) = [¥); Vo, f}-
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O codigo térico possui parametros [[21%,2,1]], em que k = 2 é a quantidade de representantes
de classes de homologia diferentes de ciclos homologicamente nao-triviais e d = [ é a quantidade
de arestas (qubits) contidos no ciclo homologicamente no-trivial mais curto.

Se considerarmos um g-toro com g > 2, considera-se, por analogia, a tesselagdo de um poligono
fundamental P’ hiperbolico e associa-se os qubits as arestas dessa tesselagao, e os operadores vértice
e faces sao definidos de maneira analoga ao do cédigo torico.

Para que uma dada tesselagao possa cobrir o espago, a area de P’ (denotado por u(P’)) deve ser
um multiplo inteiro da area de P (denotada por u(P). Dessa forma, podemos calcular o nimero
de faces dessa tesselagao:

ny — p(P) - Aq(g—1)
u(P)  pg—2p—2q

O comprimento da palavra-codigo ¢ dado por n = Eny

Similarmente ao codigo torico, k € o nimero de representantes das diferentes classes de homo-
logia de ciclos nao triviais, donde k = 2g.

Para calcular a distdncia minima deve-se descobrir a distancia hiperbolica d, entre dois lados
opostos do poligono fundamental P’. Assim, sabe-se que um ciclo de arestas que forma um ciclo
de homologia nao trivial possuird, no minimo, um ntmero de arestas suficientes para que a soma
de seus comprimentos nao seja menor que dy,.

/(‘7»‘77\\
ZANVEN
\ 1

Y N\

S

Figura 2: A distancia hiperbolica entre dois lados opostos de um poligono P’ é di, = 2a

(3)

Utilizando-se trigonometria hiperbélica, tem-se que (veja Fig. (2))

4
dp = 2arccosicés(7r/ g),
sin(m/4g)

e o comprimento [(p, q) da aresta do poligono {p, ¢} é dado por

cos?(m/q) + cos(2m/p)
sin?(7/q)

l(p,q) = arccos
Portanto, d, = l(Z—hq) ed, = l(:i]—hp), o que implica d = [min(d,, d.)].

4 Construcao de cédigos assimétricos

Nesta segao serao apresentados exemplos de cédigos quanticos assimétricos associados a super-
ficies nao orientéaveis.

A principal caracteristica dos codigos assimétricos é que tais codigos sdo capazes de corrigir
erros do tipo bit-flip e erros do tipo phase-shift com probabilidades diferentes, ou seja, d, # d.
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Um exemplo de canal em que erros do tipo phase-shift ocorrem com maior probabilidade do que
erros do tipo bit-flip é o canal “combined amplitude damping and dephasing” [9].

Um codigo quantico assimétrico com parametros ((n, K, d,/d,)) é um subespago K-dimensional
de um espaco de Hilbert C2” sobre C. O cédigo corrige erros do tipo qubit-flip até d”{ L ¢ do tipo
phase-shift até %1, Um codigo ((n, K, d./d,)) é denotado por [[n, k,d./d,]].

Construiremos aqui CQAS em superficies nao orientaveis de género g > 2 e verificaremos que
tais codigos possuem pardmetros diferentes quando comparados aos codigos apresentados em [1],
os quais sao gerados sobre superficies orientaveis de mesmo género. Utilizando-se um método de
construgdo similar aos CQAS apresentados em [1], calculamos o ntimero de faces da tesselagio que
sdo utilizadas para cobrir o poligono fundamental, bem como computamos a distancia hiperbélica
de lados opostos do poligono fundamental para o calculo das distdncias minimas, donde foi possivel
calcular os parametros de novos CQAS oriundos sobre superficies nao orientaveis.

Para tal construcao, considere uma superficie nao orientéavel de género g com seu poligono
fundamental P’ = {2g, 2g}, tesselado por um poligono P = {p, q}. Para que essa tesselagao exista,
o quociente entre a drea de P’ ¢ P deve ser um nimero inteiro. Denotando a area de um poligono
M por p(M), o nimero de faces ny pode ser calculado por

w(P)  2q(g—2)

W(P) ~ pg—2p—2¢’ (6)

’nf:

portanto, o comprimento do codigo é n = Eny.

O numero de qubits codificados é dado pelo género da superficie, o que implica que k = g.

Para calcular a distancia minima, precisamos encontrar a distancia hiperbélica dj entre lados
opostos do poligono fundamental P’. Assim, sabe-se que um ciclo de arestas que forma um ciclo
de homologia nao trivial tera, pelo menos, um ntmero de arestas suficiente para que a soma de
seus comprimentos seja maior que dy,.

cos(m/4g)

Usando trigonometria hiperbolica segue-se que dp, = 2arccos e o comprimento /(p, ) de

sin(w/4g)
uma aresta de um poligono {p, q} é I(p, q) = arccos [‘3032(’;{52{;73)(2”“’) . Entao, d, = Z(th) ed, =
dp
lg.p)°

Dessa forma pode-se obter os parametros dos codigos construidos por essas tesselagoes sobre a
referida superficie.

Na Tabela 1, mostramos alguns exemplos de novos c6digos construidos neste trabalho e apre-
sentamos uma comparagao com os respectivos codigos definidos em uma superficie orientéavel de
mesmo género. Nesse caso particular, fixamos o género g = 5 para obter tais comparagoes. Note
que as taxas de codificagdo k/n dos CQAS propostos neste trabalho sdo melhores que as taxas de
codificacdo dos codigos disponiveis em [1].

Tabela 1: Comparagao dos parametros dos codigos gerados pela mesma tesselagio {p, ¢} em uma superficie
orientavel (O) e uma nao orientavel (NO)

{p.a} [ln k. dz/dz]] (O) [[n,k,dz/dz]] (NO) k/n (O) k/n (NO)
3,7} [[168,10,5/9]] (65, 5,4/7]] 0,05952  0,07692
{3,8} (96,10, 4/7]] (36,5, 3/5] 0,10416  0,13888
{3,9} [[72,10,3/7)] [127,5,2/5] 0,13888  0,18518
(3,12} [[48,10,2/6]] [[18,5,2/4]] 0,20833  0,27777
{4,6} (48,10, 3/4]] [[18,5,3/3]] 0,20833  0,27777
(4,8 (32, 10, 3/4]] [12,5,2/3]] 0,3125  0,41666
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5 Consideracgoes Finais

Neste trabalho foram construidos novos coédigos assimétricos sobre superficies nao orientaveis.
Como exemplo, consideramos o caso de uma superficie ndo orientavel S de género g = 5 e compa-
ramos a taxa de codificacdo k/n dos novos cddigos sobre S com a taxa dos codigos assimétricos
sobre uma superficie orientavel de mesmo género g = 5. Os codigos propostos aqui possuem ta-
xas de codificagao melhores que as correspondentes taxas dos codigos assimétricos disponiveis na
literatura, os quais sao construidos em superficies orientéaveis.
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