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Resumo. Este trabalho mostra um método inusitado para calcular os digitos do ntmero pi: o
Meétodo das Colisdes, proposto por Galperin, em 2003. Uma demonstragao é apresentada, utilizando
arcos congruentes em circunferéncias, e outra demonstragao é sugerida, utilizando reflexao de feixes
de luz em espelhos. Como o método é impossivel de ser realizado experimentalmente, uma simulagao
computacional é criada no GeoGebra, mostrando algumas limita¢ées do software. A simulagdo
criada esta disponivel na pagina oficial do GeoGebra.
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1 Introducao

Ao longo da histéria da matematica, muitos métodos foram propostos para determinar o valor
da constante 7 [2, 4]. Desde o método da exaustao, primeiro método cientifico para a determinagao
dos digitos de 7, até a utilizagao de computadores, os métodos mudaram muito ao longo da historia
e um dos métodos que chama a atengdo é o proposto por Galperin [5]. O autor apresenta um método
curioso para a determinagao dos digitos de m, partindo de um problema de contagem de choques
em um sistema. E interessante observar que tal método é, ao mesmo tempo, encantador, uma
vez que transforma um problema de teoria dos niimeros em um problema fisico de contagem, mas

também experimentalmente impossivel de se realizar com materiais concretos.

Para que a quantidade de colisGes no sistema resulte nos n primeiros digitos de 7, é necessario
que, sendo m a massa de um dos blocos, a massa do outro bloco seja m - 100"~!. Assim, para
determinar os 12 primeiros digitos de 7, se a massa do bloco menor for 1 kg, entao a massa do
bloco maior deveria ser 10?2 kg, que é aproximadamente a massa da lua terrestre. Além disso,
existe a necessidade de garantir que o sistema nao tenha perda de energia por atrito ou por choques
inelasticos.

Assim, tal método se justifica nao pela eficiéncia na determinacao dos digitos de w, mas por
sua elegancia e por levantar outras questoes. Como a colisao entre os blocos e a parede determina
os digitos de 77 Como garantir que isso sempre ocorre? Quais sao todas as condi¢oes para que
a quantidade de choques represente os n primeiros digitos de 77 Nao sendo possivel realizar o
experimento com materiais concretos, seré possivel realiza-lo utilizando uma simulagao? Como
seria a implementacao? Quais as limitagoes deste experimento?

Neste trabalho, além de se investigar respostas a tais questionamentos, serd proposta a imple-
mentacao de uma simulagao do experimento, destacando a quantidade de choques no sistema, bem
como a possibilidade de se alterar as condigoes iniciais de massa dos blocos.
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2 Meétodo das Colisoes

Nesta segdo sera descrito o Método das Colisdes [5], o qual, em condiges especificas, permite a
determinagao dos n primeiros digitos de w. No método sao necessérios dois blocos, By e By, uma
superficie plana, horizontal e sem atrito, onde o bloco de menor massa (m) esteja parado entre o
bloco de maior massa (M), inicialmente em movimento, e uma parede fixa. Ainda, como condigao,
nesse sistema os choques devem ser perfeitamente elasticos e sem perdas de energia.

Sejam vy e v as velocidades de By e Bs, respectivamente. Como o sistema nao tem perdas de
energia, pela conservagao da energia cinética:

mv?  Muv3

2 2

= constante.

E como os choques sao elasticos, pela conservagao do momento linear:
muy + Mwvy = constante.

Seja o caso mais simples, em que M = m e as velocidades de By e By sdo, em modulo, 0 e
v, respectivamente, com v # 0. Seja também, sem perda de generalidade, o sentido positivo da
orientacdo da velocidade da esquerda para a direita. A Figura 1 mostra as etapas que ocorrem
neste caso.
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Figura 1: Configuragio do sistema em to, t1, t2, t3 € apos ts.

No caso representado, em que M = m, ap6s o segundo choque entre os blocos nao mais havera
colisbes no sistema, ja que toda energia cinética de B é transferida para By. Também, em todos os
choques entre os blocos no caso representado ha transferéncia total do momento linear. Contudo,
isso nem sempre ocorre. Em geral, se M > m, nem todo o momento linear é transferido e ambos
blocos continuam se movendo, ao contrario do caso anterior.

No caso M = m, a quantidade total de choques no sistema é de 3, que é o primeiro digito de
m. Quando M = 100 - m ha um total de 31 choques no sistema, que sao os dois primeiros digitos
de 7. Caso M = 1002 -m sdo verificadas 314 colisdes, que sao os trés primeiros digitos de 7. Dessa
forma, é possivel conjecturar que, quando a razdo entre as massas de By ¢ By ¢ 100!, n € N,
tem-se que a quantidade de choques é dada pelos n primeiros algarismos de .

Teorema. Seja uma superficie plana, horizontal e sem atrito e uma parede fixa, de massa
infinita, perpendicular & superficie. Considere que todos os choques sao perfeitamente elasticos e
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nao ha perda de energia. Sejam B; e By blocos de massas m e M, respectivamente. Se B; esta
parado, B estd se movimentando em direcdo a By, com B; entre By e a parede, e M = m-100" "1,
com n € N, entao o total de choques no sistema equivale aos n primeiros digitos de .

3 Ideia da Demonstracao

Sejam v1 e vy as velocidades dos blocos By e B, respectivamente, em cada instante do expe-
rimento. Apoés cada choque no sistema, as velocidades v ¢ v assumem novos valores. E possivel,
entao, entender cada novo par de velocidades como um par ordenado em um sistema cartesiano
v1 X v2. Um ponto P na parte negativa do eixo v representa as velocidades dos blocos B; e Bs
antes da primeira colisao: Bj esta em repouso e By move-e em direcao a By com uma velocidade
V qualquer, V < 0. Como a energia cinética se conserva, tem-se:

mvi + Mvi = MV?2. (1)

O grafico da equagdo (1) é uma elipse, que representa todos os pares de velocidades v1 e vo que
mantém a energia cinética do sistema constante.
Como o momento linear do sistema se mantém constante, tem-se:

muvy, + Muvy = ¢;. (2)

O gréfico da equagao (2) é uma reta com inclinagdo de —m/M. Tal reta poderia estar localizada
em qualquer lugar do plano. Contudo, do fato que ela representa todos os pares de velocidades
que conservam o momento linear, é possivel identificar qual par de velocidades conserva a energia
cinética e o momento linear do sistema antes do primeiro choque, representado pelo ponto ponto
P. Em outras palavras, construindo a reta definida em (2) passando pelo ponto P e determinando
qual é o segundo ponto de intersecao entre a reta e a elipse, determina-se quais sao as velocidades
dos blocos B; e By ap6s o primeiro choque.

O ponto P; representa o par de velocidades dos blocos apos o primeiro choque. E possivel
perceber que, neste caso, os blocos movem-se em dire¢ao a parede, contudo, com |v1| > |vgl.
Assim, o bloco Bj ira atingir a parede antes de um segundo choque com Bs.

No instante do choque de By com a parede, a velocidade deste bloco passa a ter o mesmo
modulo, contudo, com sentido contrario, enquanto a velocidade de By néo se altera. Assim, o novo
par de velocidades (P») pode ser determinado pela intersegdo entre a elipse e a reta paralela ao
eixo v1 que passa por Pj.

V2 Regiao de
parada

Figura 2: Velocidades de B e Bs apés os choques e regiao de parada

Construindo uma nova reta conforme representada em (2), contudo, passando agora por Ps, ao
determinar a segunda intersegio desta reta com a elipse (P3) obtém-se as velocidades do blocos apos
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o segundo choque entre eles. Da mesma forma, apos o segundo choque entre o bloco B; e a parede,
a velocidade deste bloco passa a ter o mesmo modulo, contudo, com sentido contrério, enquanto a
velocidade de Bs néo se altera. Assim, o novo par de velocidades (P;) pode ser determinado pela
intersecao entre a elipse e a reta paralela ao eixo v; que passa por P3. O processo se repete até
que v1 > 0, v2 > 0 e vy > vy, ji que, neste caso, nao mais existiriam choques entre os blocos, nem
entre Bj e a parede. A regido em que v1 > 0, vo > 0 e vy > vy serd definida como regido de parada,
representada hachurada na Figura 2.

Seja a mudanga de variavel tal que z = /m vy e y = V/M - vy. Desta forma, a equacio (1)
pode ser reescrita no sistema xy como a circunferéncia

22 +y? = MV?, (3)
enquanto a reta (2) torna-se
m
=—/— x+co. 4
Y \ a7 +c2 (4)
A regido de parada é, entao, a regido compreendida entre o eixo y e a reta y = \/%x.

A representagcao de (3), (4) e da regido de parada no novo sistema de coordenadas zy é ilustrada
na Figura 3.

Figura 3: Equagoes (3) e (4) no sistema xy

Em relagdo a familia de retas que sdo construidas a partir da equagao (4) é possivel concluir
que todas sao paralelas, visto que possuem o mesmo coeficiente angular. Além disso, os segmentos
P}, P}, kcN,sdo todos paralelos. Dessa forma, os 4ngulos formados entre tais segmentos e as
retas definidas pela equagao (4) sdo congruentes, conforme mostra a Figura 4.

Y

Figura 4: Angulos entre os segmentos horizontais as retas definidas por (4)
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Como os angulos 6 sao angulos inscritos na circunferéncia, pelo teorema do angulo central, cada
arco na circunferéncia definido por um angulo inscrito 8 mede 26, conforme ilustra a Figura 5.

Figura 5: Arcos medindo 26 na circunferéncia

Dessa forma, a quantidade total de choques no sistema equivale & quantidade de arcos de
medida 26 que podem ser construidos na circunferéncia sem que a uniao destes arcos complete ou
ultrapasse a circunferéncia. Assim, N -20 <27 < N -0 < 7.

Esta conclusao configura-se como um importante instrumento na demonstracao, ja que o maior
natural N que é solugao da equacao

N-O<m7 (5)
pode ser determinado de maneira mais simples em comparagao com a enumeracao dos choques.

Para a resolucio de (5) se faz necessaria a determinagdo de f. E importante perceber que a
inclinagao das retas definidas em (4) é dada por —tanf. Assim,

6 = arctan @ (6)

VM

Quando o valor de 6 for poténcia de 1071, a equacdo (5) fornece os primeiros digitos de 7 para
N, conforme sugere a Tabela 1. Mas isto ocorre quando a razao entre M e m é miltiplo de 100,
pois arctan x ~ z para x suficientemente pequeno.

Tabela 1: Quantidade de choques no sistema

M/m 0 /0 Choques no sistema
1 arctan(1/1) 4 3
102 arctan(1/10) 31,52036... 31
10 arctan(1/10%)  314,16973... 314
10°  arctan(1/10%)  3.141,59369... 3.141
103 arctan(1/10%)  31.415,92650... 31.415
101 arctan(1/10%)  314.159,26536... 314.159

Portanto, tem-se duas possibilidades para o valor N:

. %—1,56%61\1; i
= FJ "n (7)
7 , se 7 .

Note que o primeiro caso ocorre apenas quando M = m. Isto encerra a demonstragao.
Os detalhes desta e de outra demonstragao, utilizando reflexao de feixes de luz em espelhos,
pode ser encontrada em [1].
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4 Implementacao

A implementacao do Método das Colisbes em um software que permita a visualizagdo do pro-
cesso, bem como a alteragao de parametros, apresenta-se como de grande relevancia. Uma aplicagao
desta natureza pode proporcionar o confronto de ideias e a formulagdo de conjecturas [9]. Assim,
uma simulagao foi proposta utilizando o software GeoGebra, conforme Figura 6.

Posigdo

MassaB2| 1 Velocidade Inicial de B2 —1 Animar

Posigao Inicial B1| 2 Posigao Inicial B2 3

A massa de Bl é de 1 kg. Instrugges 2m
81

PROFMAT - UTFPR — 2022 ) - - g . _Tompo

» Janela de Visualizagdo 2 X
A velocidade de B2 deve ser negativa;
A massa de B2 deve ser, no maximo, de 11100 kg;
O bloco Bl deve estar entre B2 e a parede

B
:
Distancia

om T Zm am m sm &m m &m E Tom Tim Zm Tam Tam Em om m 5m Tam 2om Zm

Figura 6: Interface da simulagdo construida no GeoGebra.
A implementagao esta disponivel na pagina do GeoGebra:
https://www.geogebra.org/m/xttbnh2p.

Ainda que a animagao possua algumas limitagOes, seu uso permite identificar caracteristicas
do Método das Colisées. A primeira a se destacar é o fato de que apenas as massas dos blocos
interferem na quantidade de choques, o que pode ser verificado alterando as posi¢oes iniciais dos
blocos e a velocidade inicial do bloco B; na simulagao, mas mantendo as massas constantes.

E também possivel verificar que, ao passo que a massa de B, aumenta, mais frequentes sao os
choques. Esta caracteristica pode ser percebida tanto no movimento dos blocos quanto no grafico
posi¢do X tempo, disponibilizado na simulagdo. Como exemplo, considerando os blocos B e By
distando 2 e 4 metros da parede, respectivamente, e a velocidade inicial de By como —1 m/s, se a
massa de By é de 20 kg, 12 dos 14 choques acontecem nos 4 primeiros segundos do experimento.
Nas mesmas condigoes, mas se a massa de By é de 2.000 kg, 138 dos 140 choques no sistema
ocorrem nos primeiros 4 segundos.

5 Consideracoes Finais

A utilizagdo do Método das Colisoes para a determinagao dos digitos de 7 é experimentalmente
impossivel [9]. Tal situacdo ocorre pois seria necessario estabelecer um ambiente fisico ideal, de-
terminar a quantidade d de digitos que se quer calcular, promover o movimento de objetos, um
deles com a massa sendo, por exemplo, de 1 kg e o outro com massa de 1009~ kg e, por fim,
contar a quantidade de choques no sistema. Sendo assim, o Método das Colisoes se destaca nao
por sua praticidade ou conceitos matematicos elaborados envolvidos, mas sim pela curiosa relagao
de enumeragao de colisoes entre dois blocos e uma parede fixa resultar nos digitos de 7.
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Nesse sentido, o estudo do Método das Colisoes poderia ser justificado pela propria beleza
envolvida no experimento, uma vez que “o matematico nao estuda matematica pura porque é util;
ele estuda-a, porque ele se encanta com ela e ele encanta-se com ela porque ela é bela” [7].

Embora o problema parega nao ter aplicagdo pratica, existe um isomorfismo entre o Método
das Colisoes [5] e um algoritmo de busca quantica [6]. Esta verifica¢do evidencia a importancia do
estudo do método, desde sua demonstragao até sua implementagao em simuladores [3].

Quanto & demonstracao do Método, este trabalho apresenta uma demonstracao, envolvendo
arcos em circunferéncias, e sugere outra, utilizando feixes de luz em espelhos. E por que demonstrar
o método duas vezes? Mais do que responder a mesma pergunta duas vezes, as demonstragoes
dao um entendimento melhor sobre o que esta acontecendo e torna mais facil responder outras
perguntas [8].

Ao se trabalhar com as equagoes da energia cinética e do momento linear totais do sistema foi
possivel tracar um paralelo entre as representa¢oes geométricas destas equagoes e angulos inscritos
em uma circunferéncia. Por outro lado, utilizando a associagao entre as distancias dos blocos
até a parede com a localizagdo de um ponto no plano cartesiano, seria possivel identificar uma
correspondéncia entre o Método das Colisbes e o comportamento de um feixe de luz refletindo
entre dois espelhos planos.

Também é possivel estudar o Método das Colisoes partindo das velocidades dos blocos em
cada instante do experimento. Com base neste estudo foi elaborada, no software GeoGebra, uma
simulacao do Método das Colisbes, com a qual é possivel visualizar cada uma das etapas do
experimento, identificando detalhes e caracteristicas em cada instante.

Em relacao a construcao da simulagao, algumas limitagoes relacionadas ao software GeoGebra
foram identificadas, sendo a principal delas relacionada ao processamento dos dados implementa-
dos. Uma sugestao para trabalhos futuros é implementar a simulagao usando outras linguagens de
programacao mais robustas, como Python ou C++, por exemplo.
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