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Resumo. Desde o primeiro trabalho de Thomas Friedrich, mostrando que imersoes isométricas de
superficies no espaco euclidiano estdo relacionadas com spinores e a equacao de Dirac, varios traba-
lhos surgiram generalizando essa abordagem para variedades Spin mais gerais; em particular o caso
de imersoes em espacos curvatura constante. No presente trabalho investigamos a caracterizagao
spinorial de imersdes isométricas de variedades Spin e Spin® no espaco de de Sitter.
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1 Introducao

Um problema classico da Geometria Diferencial é o estudo de imersoes isométricas de varie-
dades riemannianas. Classicamente, esse problema é estudado pelas equagoes de Gauss-Codazzi-
Mainardi. Para o caso especial de superficies de Riemann o problema é tratado através do mapa de
Weierstrass por meio de Anéalise Complexa. Recentemente, este problema ganhou um novo impeto
quando Friedrich, [6], descobriu que o mapa de Weierstrass pode ser descrito usando spinores.

Desde entao, intimeros trabalhos surgiram, [1-3, 5, 8-10], mostrando como a Equagao de Dirac,
Spinores, Equagoes de Gauss-Codazzi-Mainardi e imersoes isométricas estao relacionados. Em par-
ticular, Bayard et. al., [2], mostraram como generalizar o conceito do mapa spinorial de Weierstrass
para variedades Spin com dimensao arbitraria em formas espaciais. Como de costume, para seguir
a abordagem de spinores, devemos assumir que as variedades envolvidas carregam uma estrutura
Spin e, novamente, existem alguns casos, como variedades complexas, em que essa suposi¢ao é
mais restritiva do que a suposicao da existéncia de uma estrutura SpinC.

Em [5], mostramos como generalizar o mapa de Weierstrass obtido por Bayard et. al. para
o caso de variedades SpinC, em particular todas as variedades quase-complexas. Neste trabalho
estamos interessados em apresentar a representacao spinorial de imersoes isométricas de variedades
Spin e Spin® no espaco de de Sitter.

Este trabalho esta estruturado da seguinte maneira: na Secao 2 fixamos as notagdes necessarias,
onde descrevemos o espaco de de Sitter S como uma pseudoesfera mergulhada em R*!. Na
Secao 3 enunciamos os resultados preliminares jé existentes na literatura e por fim apresentamos a
caracterizacdo spinorial de imersdes isométricas de variedades Spin e Spin® no espaco de de Sitter.
Finalmente, na Secao 4 apresentamos nossas conclusoes..

2 O espago de de Sitter

Considere R*! o par (R, §), onde § é a métrica pseudoeuclideana de assinatura (4,1). No que
segue, denotaremos por SO(4,1) o grupo pseudo-ortogonal em R*1.
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O espaco de de Sitter S = SO(4,1)/S(4,1) ¢ uma subvariedade, na estrutura R*!. O grupo
SO(4,1) age transitivamente em SO(4,1)/S0(4, 1), que &, portanto, um espaco homogéneo (para
S0O(4,1)). Definimos o espago de de Sitter lorentziano como a estrutura SdsL — (S,9.D,14,7),
onde se i : § — R? é a aplicacdo inclusdo, entdo g = —i*§ é a métrica induzida, D é a conexdo de
Levi-Civita de S, 74 é uma orientacao e T é uma orientacao no tempo em S (para mais detalhes,
consulte [13, 14, 17]).

Além disso, (S,g) ¢ uma pseudoesfera S* x R na estrutura R*! e ¢ um espago-tempo com
curvatura riemanniana constante.

A partir disso, vamos apresentar a descri¢cao do espaco de de Sitter, S, como uma pseudoesfera
de raio ! dentro da estrutura R*!.

Sejam (X1, X2 X3, X%, X0) coordenadas cartesianas globais de R*!. A equagdo representando
a pseudoesfera é

— (X974 (XN 4+ (X2 (X)) (XY =12
Aplicando a projecdo estereografica em S, projetando pontos de S3 xR do “polo-norte” ao plano

tangente ao “polo-sul”, podemos introduzir coordenadas conformes {z*} em S. Imediatamente
temos que2:

g=—1i"g=gundr'@dx" = QQUde” ® dxV,

onde
_ 02 2 _ wov
Juv = Q2 Nuv, 0 =M™ T,

0202 4+ (X = 1%
412 1

2 _ g2 a2
42 — o -

2
XH = Q. Xt = I [1+J

412] = 1(1-2Q).

3 Representacao spinorial de subvariedades no espaco de de
Sitter

Em [2], Bayard, Lawn e Roth estudaram a caracterizagdo spinorial de imersoes isométricas de
variedades Spin de dimensao arbitraria em H". Apresentando o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Seja M uma variedade p-dimensional, E — M um fibrado vetorial de posto q,
assuma que TM e E sdo orientados e Spin. Suponha que B : TM x TM — E ¢é uma forma
simétrica e bilinear. Aqui {e;} € uma base ortonormal para o espago tangente TM e v € o vetor
normal de H™ em R™1, (p+q=n). As sequintes afirmacoes sio equivalentes:

1. Existe um campo de spinores ¢ em H" tal que

1< 1
VX¢:—§;Gi~B(X,ei)-<p—§X~V-cp, VX € TM.

2. FEziste uma imersao isométrica F : M — H"™ com fibrado normal E e seqgunda forma funda-
mental B.

2A matriz com entradas 7, ¢ uma matriz diagonal diag(1,—1,—1, —1).
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Além disso, F = ((v - ¢, p)) € H* C R™L

Em [16] enfraquecemos a hip6tese de a variedade ser Spin e apresentamos a caracterizagao
spinorial de imersdes isométricas de variedades Spin® em H™:

Teorema 3.2. Seja M uma variedade p-dimensional, E — M um fibrado vetorial de posto q,
assuma que TM e E sio orientados e Spin®. Suponha que B : TM x TM — E ¢ uma forma
simétrica e bilinear. A € a conexdo no fibrado S*-principal, {e;} € uma base ortonormal para o
espaco tangente TM e v € o vetor normal de H™ em R™!, (p+ q =n). As seguintes afirmagoes
sdo equivalentes:

1. Existe um campo de spinores ¢ em H" tal que

1 1 1,
chp:—giz:;ei-B(X,ei)-gp—iX-V-go—l—ilA(X)-go, VX e TM.

2. FEziste uma imersao isométrica F : M — H" com fibrado normal E e seqgunda forma funda-
mental B.

Além disso, F = ((v - p,p)) € H* C R™1.

Sabemos que H™ é uma pseudoesfera na estrutura R™!; com a construcdo do espaco de de
Sitter S, visto como uma pseudoesfera de raio [ em R*!, apresentada na secio 2, e lembrando que
a derivada covariante do vetor unitario normal a S satisfaz

1
VXV = —7X7
mostramos os seguintes resultados:

Teorema 3.3. Seja M uma variedade p-dimensional, E — M um fibrado vetorial de posto q,
assuma que TM e E sao orientados e Spin. Suponha que B : TM x TM — E € uma forma
simétrica e bilinear. Aqui {e;} € uma base ortonormal para o espago tangente TM e v € o vetor
normal de S em R, (p+ q=4). As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

1. Eziste um campo de spinores ¢ em S, adaptado & M, tal que

1< 11

2. FEziste uma imersao isométrica F : M — S com fibrado normal E e sequnda forma funda-
mental B.

Além disso, F = ((v- p,p)) € § C RHL.

Demonstragao. A demonstragao é similar a do Teorema 3.4, com a diferenca de ndo termos aqui,
A, a conexao no fibrado S'-principal. O

Teorema 3.4. Seja M wuma variedade p-dimensional, E — M um fibrado vetorial de posto q,
assuma que TM e E sio orientados e Spin®. Suponha que B : TM x TM — E ¢é uma forma
simétrica e bilinear. A € a conexdo no fibrado S*-principal, {e;} é uma base ortonormal para o
espago tangente TM e v é o vetor normal de S em R*!, (p+q = 4). As sequintes afirmacoes sio
equivalentes:
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1. Existe um campo de spinores ¢ em S, adaptado a M, tal que

11
VXQD——*Z& (X,ei) ¢ — §7X v 80+*1A( )¢, VX eTM. (1)

2. FEziste uma imersao isométrica F : M — S com fibrado normal E e sequnda forma funda-
mental B.

Além disso, F = ((v- ¢, p)) € § C RHL,
Demonstragdo. 2) = 1) Como R*! ¢ contratil existe uma se¢io global
s RY = Pgine (R,
com base ortonormal paralela correspondente

h= (B, ,Es5) : R = Pgo1y (RM),
k:RY — Po (RY),

Fixe a constante 1 = [p] € SpinS C Cls e defina o campo de spinor
c
Y= [Sa [(P]] € Z R471 = (PSping (R471)) Xk (CZS
Representando a forma de conexao por
B dh(X)) = (Wl (X)) € so(4,1), iA(dk(X)) = 1A(X) € iR,

temos

VR, = [s,x {;2 W BE; + 5AX) )[4

1
2

Se v é o campo vetorial normal da imersdao S C R*!, considere um referencial ortonormal local
adaptado

l\.')\»—l
;I

.SO'

{fl7"'af47y}:U_>PSO(4,1) (R471) :

s

Denote por BS : TS x TS — v a segunda forma fundamental da imersao S C R*1.
Restringindo ¢ na equagao acima ao fibrado spinorial de S e aplicando a férmula gauss obtemos

gt 1o
VX e-VRe = ;) [ BS(X.fi)e
i=1
1, 11
§1A(X)'<P—V>S<<P = §7X v-e
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Além disso, agora podemos restringir ¢ & M e aplicamos novamente a formula de Gauss:

N =
=

Vigo—vxgo = e+ B(X,e;) ¢

@
Il
-

11 1
—in-zwgo—kiiA(X)-go—ngo =

N[ =
=

@
Il
-

e;-B(X,e;) ¢

Entao provamos a primeira parte do teorema

1< 11 1
:_,E . Nop———X-v- i . 0.
Vxe 2i_1 ei-B(X,e;) ¢ 57 v g0+21A(X) ¥

1) = 2)A ideia aqui é provar que F = ((v - p,¢)) € § C R*! nos da uma imersio preservando
a métrica, a segunda forma fundamental e a conexao normal. Isso segue dos seguintes lemas:

Lema 3.1. Seja ¢ = [p, [¢]] um campo spinorial satisfazendo a Eq.(1). Entao:

1. F: M — 8 C R

2. dF(X) =&(X) = (X -p,9)), VX eTM.
Lema 3.2. Com as notagdes acima, as sequintes afirmagoes sao vdlidas

1. A aplicagio F : M — 8§ C R*!, ¢ uma isometria.

2. A aplicagio

b : E— F(M) xR
X € Ep,— (F(m),{(X))
(

€ uma isometria entre E e o fibrado normal de F(M) dentro de S, preservando conexdes e
seqgunda forma fundamental.

O

4 Consideracgoes Finais

O espago de de Sitter e também o espago de anti-de Sitter vem sendo estudados como um
espago natural para o movimento de particulas e campos ao invés do espago-tempo de Minkowski
[4, 7, 11-15]. Portanto é natural nos perguntarmos se a formulagao apresentada em [1-3, 5, 8-10]
pode ser adaptada para o caso de subvariedades Spin e Spin® no espaco de de Sitter. Nessa
direcao, os teoremas 3.3 e 3.4 apresentam a caracterizacao spinorial de imersoes isométricas de
variedades Spin e Spin® no espaco de de Sitter. Uma contribuicdo original deste trabalho em
relagdo a referéncia [16] é que, com a construgao do espago de de Sitter apresentada aqui, podemos
obter a representacao spinorial de subvariedades em S visto como uma pseudo-esfera de raio [, em
vez de nos restringirmos apenas a4 H* C R%!.
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