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Representação Spinorial de subvariedade no espaço de de
Sitter
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Resumo. Desde o primeiro trabalho de Thomas Friedrich, mostrando que imersões isométricas de
superfícies no espaço euclidiano estão relacionadas com spinores e a equação de Dirac, vários traba-
lhos surgiram generalizando essa abordagem para variedades Spin mais gerais; em particular o caso
de imersões em espaços curvatura constante. No presente trabalho investigamos a caracterização
spinorial de imersões isométricas de variedades Spin e SpinC no espaço de de Sitter.
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1 Introdução
Um problema clássico da Geometria Diferencial é o estudo de imersões isométricas de varie-

dades riemannianas. Classicamente, esse problema é estudado pelas equações de Gauss-Codazzi-
Mainardi. Para o caso especial de superfícies de Riemann o problema é tratado através do mapa de
Weierstrass por meio de Análise Complexa. Recentemente, este problema ganhou um novo ímpeto
quando Friedrich, [6], descobriu que o mapa de Weierstrass pode ser descrito usando spinores.

Desde então, inúmeros trabalhos surgiram, [1–3, 5, 8–10], mostrando como a Equação de Dirac,
Spinores, Equações de Gauss-Codazzi-Mainardi e imersões isométricas estão relacionados. Em par-
ticular, Bayard et. al., [2], mostraram como generalizar o conceito do mapa spinorial de Weierstrass
para variedades Spin com dimensão arbitrária em formas espaciais. Como de costume, para seguir
a abordagem de spinores, devemos assumir que as variedades envolvidas carregam uma estrutura
Spin e, novamente, existem alguns casos, como variedades complexas, em que essa suposição é
mais restritiva do que a suposição da existência de uma estrutura SpinC.

Em [5], mostramos como generalizar o mapa de Weierstrass obtido por Bayard et. al. para
o caso de variedades SpinC, em particular todas as variedades quase-complexas. Neste trabalho
estamos interessados em apresentar a representação spinorial de imersões isométricas de variedades
Spin e SpinC no espaço de de Sitter.

Este trabalho está estruturado da seguinte maneira: na Seção 2 fixamos as notações necessárias,
onde descrevemos o espaço de de Sitter S como uma pseudoesfera mergulhada em R4,1. Na
Seção 3 enunciamos os resultados preliminares já existentes na literatura e por fim apresentamos a
caracterização spinorial de imersões isométricas de variedades Spin e SpinC no espaço de de Sitter.
Finalmente, na Seção 4 apresentamos nossas conclusões..

2 O espaço de de Sitter
Considere R4,1 o par (R5, g̊), onde g̊ é a métrica pseudoeuclideana de assinatura (4, 1). No que

segue, denotaremos por SO(4, 1) o grupo pseudo-ortogonal em R4,1.
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O espaço de de Sitter S = SO(4, 1)/S(4, 1) é uma subvariedade, na estrutura R4,1. O grupo
SO(4, 1) age transitivamente em SO(4, 1)/SO(4, 1), que é, portanto, um espaço homogêneo (para
SO(4, 1)). Definimos o espaço de de Sitter lorentziano como a estrutura SdSL = (S, g, D, τg, ↑),
onde se i : S → R5 é a aplicação inclusão, então g = −i∗̊g é a métrica induzida, D é a conexão de
Levi-Civita de S, τg é uma orientação e ↑ é uma orientação no tempo em S (para mais detalhes,
consulte [13, 14, 17]).

Além disso, (S, g) é uma pseudoesfera S3 × R na estrutura R4,1 e é um espaço-tempo com
curvatura riemanniana constante.

A partir disso, vamos apresentar a descrição do espaço de de Sitter, S, como uma pseudoesfera
de raio l dentro da estrutura R4,1.

Sejam (X1, X2, X3, X4, X0) coordenadas cartesianas globais de R4,1. A equação representando
a pseudoesfera é

−
(
X0

)2
+
(
X1

)2
+

(
X2

)2
+

(
X3

)2
+

(
X4

)2
= l2.

Aplicando a projeção estereográfica em S, projetando pontos de S3×R do “polo-norte” ao plano
tangente ao “polo-sul”, podemos introduzir coordenadas conformes {xµ} em S. Imediatamente
temos que2:

g = −i∗g̊ = gµνdx
µ ⊗ dxν = Ω2ηµνdx

µ ⊗ dxν ,

onde
gµν = Ω2ηµν , σ2 = ηµνx

µxν ,

−σ2Ω2 +
(
X4

)2
= l2.

Ω =
4l2

4l2 − σ2
=

1

1− σ2

4l2

, e

Xµ = Ωxµ, X4 = −lΩ

[
1 +

σ2

4l2

]
= l(1− 2Ω).

3 Representação spinorial de subvariedades no espaço de de
Sitter

Em [2], Bayard, Lawn e Roth estudaram a caracterização spinorial de imersões isométricas de
variedades Spin de dimensão arbitrária em Hn. Apresentando o seguinte resultado:

Teorema 3.1. Seja M uma variedade p-dimensional, E → M um fibrado vetorial de posto q,
assuma que TM e E são orientados e Spin. Suponha que B : TM × TM → E é uma forma
simétrica e bilinear. Aqui {ei} é uma base ortonormal para o espaço tangente TM e ν é o vetor
normal de Hn em Rn,1, (p+ q = n). As seguintes afirmações são equivalentes:

1. Existe um campo de spinores φ em Hn tal que

∇Xφ = −1

2

p∑
i=1

ei ·B(X, ei) · φ− 1

2
X · ν · φ, ∀X ∈ TM.

2. Existe uma imersão isométrica F : M → Hn com fibrado normal E e segunda forma funda-
mental B.

2A matriz com entradas ηµν é uma matriz diagonal diag(1,−1,−1,−1).
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Além disso, F = ⟨⟨ν · φ,φ⟩⟩ ∈ Hn ⊂ Rn,1.

Em [16] enfraquecemos a hipótese de a variedade ser Spin e apresentamos a caracterização
spinorial de imersões isométricas de variedades SpinC em Hn:

Teorema 3.2. Seja M uma variedade p-dimensional, E → M um fibrado vetorial de posto q,
assuma que TM e E são orientados e SpinC. Suponha que B : TM × TM → E é uma forma
simétrica e bilinear. A é a conexão no fibrado S1-principal, {ei} é uma base ortonormal para o
espaço tangente TM e ν é o vetor normal de Hn em Rn,1, (p + q = n). As seguintes afirmações
são equivalentes:

1. Existe um campo de spinores φ em Hn tal que

∇Xφ = −1

2

p∑
i=1

ei ·B(X, ei) · φ− 1

2
X · ν · φ+

1

2
iA(X) · φ, ∀X ∈ TM.

2. Existe uma imersão isométrica F : M → Hn com fibrado normal E e segunda forma funda-
mental B.

Além disso, F = ⟨⟨ν · φ,φ⟩⟩ ∈ Hn ⊂ Rn,1.

Sabemos que Hn é uma pseudoesfera na estrutura Rn,1; com a construção do espaço de de
Sitter S, visto como uma pseudoesfera de raio l em R4,1, apresentada na seção 2, e lembrando que
a derivada covariante do vetor unitário normal à S satisfaz

∇Xν = −1

l
X,

mostramos os seguintes resultados:

Teorema 3.3. Seja M uma variedade p-dimensional, E → M um fibrado vetorial de posto q,
assuma que TM e E são orientados e Spin. Suponha que B : TM × TM → E é uma forma
simétrica e bilinear. Aqui {ei} é uma base ortonormal para o espaço tangente TM e ν é o vetor
normal de S em R4,1, (p+ q = 4). As seguintes afirmações são equivalentes:

1. Existe um campo de spinores φ em S, adaptado à M , tal que

∇Xφ = −1

2

p∑
i=1

ei ·B(X, ei) · φ− 1

2

1

l
X · ν · φ, ∀X ∈ TM.

2. Existe uma imersão isométrica F : M → S com fibrado normal E e segunda forma funda-
mental B.

Além disso, F = ⟨⟨ν · φ,φ⟩⟩ ∈ S ⊂ R4,1.

Demonstração. A demonstração é similar a do Teorema 3.4, com a diferença de não termos aqui,
A, a conexão no fibrado S1-principal.

Teorema 3.4. Seja M uma variedade p-dimensional, E → M um fibrado vetorial de posto q,
assuma que TM e E são orientados e SpinC. Suponha que B : TM × TM → E é uma forma
simétrica e bilinear. A é a conexão no fibrado S1-principal, {ei} é uma base ortonormal para o
espaço tangente TM e ν é o vetor normal de S em R4,1, (p+ q = 4). As seguintes afirmações são
equivalentes:
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1. Existe um campo de spinores φ em S, adaptado à M , tal que

∇Xφ = −1

2

p∑
i=1

ei ·B(X, ei) · φ− 1

2

1

l
X · ν · φ+

1

2
iA(X) · φ, ∀X ∈ TM. (1)

2. Existe uma imersão isométrica F : M → S com fibrado normal E e segunda forma funda-
mental B.

Além disso, F = ⟨⟨ν · φ,φ⟩⟩ ∈ S ⊂ R4,1.

Demonstração. 2) ⇒ 1) Como R4,1 é contrátil existe uma seção global

s : R4,1 → PSpinC
5

(
R4,1

)
,

com base ortonormal paralela correspondente

h = (E1, · · · , E5) : R4,1 → PSO(4,1)

(
R4,1

)
,

k : R4,1 → PS1

(
R4,1

)
,

Fixe a constante 1 = [φ] ∈ SpinC
5 ⊂ Cl5 e defina o campo de spinor

φ = [s, [φ]] ∈
∑C

R4,1 :=
(
PSpinC

5

(
R4,1

))
×k Cl5.

Representando a forma de conexão por

wR4,1

(dh(X)) = (wh
ij(X)) ∈ so(4, 1), iA(dk(X)) = iA(X) ∈ iR,

temos

∇ΣCR4,1

X φ =

[
s,X([φ]) +

{
1

2

∑
i<j

wh
ij(X)EiEj +

1

2
iA(X)

}
· [φ]

]
=

[
s,

1

2
iA(X) · [φ]

]
.

=
1

2
iA(X) · φ.

Se ν é o campo vetorial normal da imersão S ⊂ R4,1, considere um referencial ortonormal local
adaptado

{f1, · · · , f4, ν} : U → PSO(4,1)

(
R4,1

) ∣∣∣∣
S

.

Denote por BS : TS × TS → ν a segunda forma fundamental da imersão S ⊂ R4,1.
Restringindo φ na equação acima ao fibrado spinorial de S e aplicando a fórmula gauss obtemos

∇ΣCR4,1

X φ−∇S
Xφ =

1

2

n∑
i=1

fi ·BS(X, fi) · φ

1

2
iA(X) · φ−∇S

Xφ =
1

2

1

l
X · ν · φ

∇S
Xφ = −1

2

1

l
X · ν · φ+

1

2
iA(X) · φ.
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Além disso, agora podemos restringir φ à M e aplicamos novamente a fórmula de Gauss:

∇S
Xφ−∇Xφ =

1

2

p∑
i=1

ei ·B(X, ei) · φ

−1

2

1

l
X · ν · φ+

1

2
iA(X) · φ−∇Xφ =

1

2

p∑
i=1

ei ·B(X, ei) · φ

Então provamos a primeira parte do teorema

∇Xφ = −1

2

p∑
i=1

ei ·B(X, ei) · φ− 1

2

1

l
X · ν · φ+

1

2
iA(X) · φ.

1) ⇒ 2)A ideia aqui é provar que F = ⟨⟨ν · φ,φ⟩⟩ ∈ S ⊂ R4,1 nos dá uma imersão preservando
a métrica, a segunda forma fundamental e a conexão normal. Isso segue dos seguintes lemas:

Lema 3.1. Seja φ = [p, [φ]] um campo spinorial satisfazendo a Eq.(1). Então:

1. F : M → S ⊂ R4,1.

2. dF (X) = ξ(X) = ⟨⟨X · φ,φ⟩⟩ , ∀X ∈ TM.

Lema 3.2. Com as notações acima, as seguintes afirmações são válidas

1. A aplicação F : M → S ⊂ R4,1, é uma isometria.

2. A aplicação

ΦE : E → F (M)× R4,1

X ∈ Em 7→ (F (m), ξ(X))

é uma isometria entre E e o fibrado normal de F (M) dentro de S, preservando conexões e
segunda forma fundamental.

4 Considerações Finais
O espaço de de Sitter e também o espaço de anti-de Sitter vem sendo estudados como um

espaço natural para o movimento de partículas e campos ao invés do espaço-tempo de Minkowski
[4, 7, 11–15]. Portanto é natural nos perguntarmos se a formulação apresentada em [1–3, 5, 8–10]
pode ser adaptada para o caso de subvariedades Spin e SpinC no espaço de de Sitter. Nessa
direção, os teoremas 3.3 e 3.4 apresentam a caracterização spinorial de imersões isométricas de
variedades Spin e SpinC no espaço de de Sitter. Uma contribuição original deste trabalho em
relação à referência [16] é que, com a construção do espaço de de Sitter apresentada aqui, podemos
obter a representação spinorial de subvariedades em S visto como uma pseudo-esfera de raio l, em
vez de nos restringirmos apenas à H4 ⊂ R4,1.
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