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Resumo. Este artigo consiste de uma pequena versao da tese de doutorado relacionada a analise e
simulagdo numérica para trés modelos de ondas com condi¢Ges de fronteira do tipo Dirichlet, Actus-
tica e Impenetrabilidade. Apresentamos aqui o modelo mais geral dentre os trés com os resultados
de analise e simulagao numérica. Para as simulagoes numéricas, usamos o método dos elementos
finitos no espago (com base linear e quadratica de Lagrange), o método de Crank-Nicolson no tempo
e, para cada tempo discreto, o método de Newton é usado para resolver o sistema algébrico nao
linear. Além disso, a ordem de convergéncia (sub-6timo e 6timo) sdo apresentadas numericamente.
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1 Introducao

Seja  um subconjunto aberto limitado do R™, n > 2, com fronteira suave I' := 'y UT'; tal que
TNl =0, Q := Q2x(0,T), com T um real positivo arbitrario, X¢ := Ty x (0,T) e 21 :=T'y x(0,T).
Este artigo tras um panorama da analise e simulagao numérica para uma equagao de ondas nao
linear suplementada com condigoes iniciais, condi¢ao de Dirichlet nula sobre I'g, condi¢ao Actstica
sobre I'y, e também, condicao de impenetrabilidade nao linear dissipativa sobre I'y. A saber,

OPu(x,t) — a(t)Au(z,t) + f(u(z,t)) =0 em Q= x(0,00),

u(z,t) =0 sobre Yo =T x (0, 00),
g1(2)022(w,t) + go(x)0s2(,t) + g3(w)z(x,t) = —Opu(z,t) sobre X =T x (0,00), (1)
Opu(z,t) = Oz(x,t) — B(x, Qru(z,t)) sobre X7 =T x (0,00),
u(z,0) = up(x), dwu(z,0)=ui(z) em Q,

z2(x,0) = zo(x), Opz(x,0) = dyug(x) + Bz, ui(x)) sobre T'y,

em que u é o potencial de velocidade de um fluido governado pela primeira equacao de ondas, z é o
deslocamento normal sobre a fronteira I'; produzido pela reacao da fronteira ao excesso de pressao
do potencial de velocidade, as fungoes « : [0,00) = R, f: R > R, g, : 'y = R, para: =1,2,3, e
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n

B :T1 x R — R sdo conhecidas, e v & o vetor normal externo unitario sobre I'y. Aqui, A = 86:‘;3
i=1

é o usual operador de Laplace e todas as derivadas sao no sentido das distribuigoes de Schxzzvartz.

O trabalho pioneiro trazendo um estudo sobre uma equacdo de ondas linear com coeficiente
constante sujeita as condi¢des de fronteira Acustica foi devido a Beale e Rosencrans [§] em 1974.
Imediatamente apos este trabalho, os artigos [7] e [6] trouxeram reflexdes matematicas rigorosas
para a versao linear da equacao de ondas com condigoes de fronteira Actstica. Apos estes trabalhos,
o primeiro nao linear foi devido a Frota e Goldstein [10] em 2000. A partir deste surgiram muitos
outros importantes trabalhos (com versao linear e nao linear no dominio ou fronteira) envolvendo
condicoes de fronteira Actstica cujas as referéncias podem ser vista em Adriano et al.|4].

Até onde conhecemos, o primeiro trabalho de simulacdo numeérica para uma equagao de ondas
linear com coeficiente variavel e condigdes de fronteira Acustica foi devido a Alcantara et al. [2].
Em [11] em 2018, temos o primeiro trabalho de estimativa de erro na norma H'! para uma equagio
de ondas linear com coeficiente constante com condigoes de fronteira Acustica. Em seguida, o
mesmo autor em [12| em 2020 fez uma andlise numérica na norma L? para a mesma equagio
anterior, usando a base de Lagrange linear no espago.

O proposito original deste artigo é apresentar de forma muito resumida a analise e simulagao
numérica na norma L? para o modelo (1)) (que é o modelo I da tese |1]). No entanto, em [1], temos
explicitos a analise e simulacdo numérica na norma L? referente aos trés modelos de ondas com
condigoes de fronteira do tipo Dirichlet, Acustica e Impenetrabilidade. Até onde sabemos, tanto
a andlise numérica quanto a simulagio estavam em aberto em relagio a estes modelos. A tese [1]
é o primeiro trabalho a contemplar a analise e simulagdo numérica para equagoes de ondas nao
linear com coeficientes varidveis submetidas a condigbes de fronteira Actstica com néo linearidades
gerais no dominio e na fronteira. Destacamos que, para os trés modelos em [1], publicamos em |[2],
[4] e [3] os resultados relacionados a existéncia e unicidade de solugdo e o decaimento assintotico
da energia.

Quando tratamos de problemas envolvendo condigoes de fronteira nao nulas, tal como a fronteira
Actstica dependente do tempo, a analise numérica na norma L? torna-se mais dificil devido ao
acoplamento dominio-fronteira e a teoria do trago de uma fung¢ado nos espagos de Sobolev. Tais
fatores fazem a ordem de convergéncia no espaco na norma L? ser sub-6tima.

Em suma, os resultados teoricos e numeéricos na tese [1| amplificam os resultados em relacao a
81, 171, 161, 191, 151, 121, [4], 3] e [12]-

2 Simulacao numérica

Uma vez que temos em Alcantara et al. 4] os resultados que garantem a existéncia e unicidade
de solugao do modelo , todavia, em geral nao conhecemos explicitamente sua solugao analitica,
entao faz-se necessario a analise e simulacdo numérica para obtermos solugoes aproximadas do
modelo no espaco e tempo.

Para estabelecer os principais resultados tedricos para o Sistema , além dos espagos funcionais
usuais, sao necessarios os seguintes espacos de Hilbert:

Hp () ={ve HY(Q); 70(v) =0 g.s. sobre To} e HA(Q) = {v e H'(Q); Av e L*(Q)}
no qual as aplicagoes tragos sao estabelecidas respectivamente como (traco zero e um) o : Hy, (€2) —
HY2(T') e 1 : HA(Q) — H~Y/2(I"). Daqui em diante, os simbolos (-, -), (-,)r,, ||, ||r, representam
os produtos internos e normas nos espacos L2(€2) e L?(I'y), respectivamente.

O objetivo desta secao é aplicar um método numérico para calcular o par de solugdes numeéricas
{U, Z7} do modelo e apresentar o teorema de estimativa de erro do caso totalmente discreto.

Considere SF(Q) = {v € C(Q);v € P(€),YE € T; vlr, = 0} e SK(T'1) = 40(SF(Q)), os espagos
de elementos finitos, onde Py (€) denota o espago dos polinémios de grau menor ou igual a k sobre &,
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Tr, & uma malha de Q e £ é um elemento finito da familia 7, no qual o indice h representa o tamanho
da malha definido por h = hq := max{he;E € Ty} tal que hg = diam & = sup{|x — y|; =,y € £}.
Além disso, tomamos J, = {J C I'y; existe algum £ € T, em que J = ENT1} e assumimos que
Jp, satisfaz a condi¢ao de ser uma malha sobre I';. Denominamos J;, a malha herdada de 7, no
qual o tamanho da malha hr, é definido de modo analogo a hg.

Concernente a discretizagao temporal, seja 0 = tg < t; < ... < ty =T uma particao uniforme
de [0,T], com t, = nAt paran = 0,...,N, onde At = T/N e N € N (fixo) é o namero de
subintervalos do compacto [0,7]. Além disso, denotamos o ponto médio de cada subintervalo por
t emquet, 1= (t,+t,—1)/2, e dada uma fungdo T qualquer definida sobre essa discretizagio,

n—13
estabelecemos a seguinte notagdo: Y := Y (¢,), Tn = LTI e OY" = TTT

Motivados por Baker |5| para definir o problema totalmente discreto relacionado a formulagao
variacional do modelo (TJ), utilizaremos o método de Crank-Nicolson Galerkin (o qual consiste
em utilizar o método dos elementos finitos no espago e diferengas finitas (Crank-Nicolson) no
tempo). Para tal, necessitamos transformar as equagoes hiperbélicas de segunda ordem em sistemas
parabolicos. Com isso, para cada n € {1,...,N}, o problema néo linear totalmente discreto é
determinar U, V;* € SE(Q) e Z, R} € SF(T'), tais que

@V, ¢) + a2 (VU Vo) — "2 (R}, ¢)r, + "2 (B(V/), d)r,
+(f(UR),¢) =0,

(‘/}hnaw)lﬁ + (glgRZ?,l/})Fl + (92§Z7w)F1 + (932;11711))1“1 = 07
EU;{LL = vhnv 52}? = A;Lla

n,,

para todo ¢ € S¥(Q) e 1 € SF(T'1), onde Ul =~ u(ty), Vi ~u/(t,), Zp =~ z(t,) e R =~ 2/ (t,).

A partir do sistema , em Alcantara et al. |4], encontram-se todas as contas de como chegamos
num sistema matricial acoplado nao linear e em seguida num sistema algébrico nao linear para
cada passo de tempo n € {1,..., N}. Além disso, como tomamos os dados iniciais para iniciar este
sistema tal como usamos o método de Newton para resolvé-lo em cada tempo discreto.

Nosso objetivo agora é apresentar um dos principais teoremas da tese [1| em relagao a analise
numérica, ou seja, o teorema para o caso totalmente discreto do modelo . Para tal, adicionamos
algumas hipoteses além das estabelecidas no teorema de existéncia e unicidade (ver [4]), tais quais

» Suponha que dim Q = 2,3 (dimensdo do dominio ); (H.1)
» Seja a € C1([0,T]) e considere 3(x, s) continua Va € I'; para cada s € R fixado e que existe
Lg >0, tal que |5(x,s) — B(x,r)|r < Lg|s — r|g, Yo € I'1; s, 7 € R. Além disso,
B(x,0) =0, [B(z,s) — B(x,7)](s—7r) > Bo(s—r)? com By >0, paratodor,scR
e quase sempre x € I'y. Agora, considere também que para cada i € {1,2,3} existem
7;, i € RT tais que 0 < g; < gi(z) < g, para todox € I'y. (H.2)
Nosso objetivo agora é estimar o erro entre {U’,V;*, Z’, Rj'} (solugdo totalmente discreta)
e {u(tn), v (tn), 2(tn), 2 (tn)} (solucdo exata) seguindo as ideias de [14] e [5], que consistem em

comparar ambas as solugdes com as projegoes de Ritz {Piu(ty), (Piu) (tn), Paz(tn), (Pe2) (tn)}-

Ou seja, Uy — u(tn) = Cultn) + nultn), V' —u/'(tn) = Cu(tn) +my(tn), Zy — 2(tn) = CG:(tn) +
N:(tn) € Rj —2'(tn) = (o (tn) + 1. (tn). As projecoes Pi e P, e todos os resultados e definigdes para
(" e "n" encontram-se estabelecidos em [1].

Teorema 2.1. Suponha as hipéteses do Teorema 1 (em [4]) e as hipdteses (H.1) e (H.2) vdlidas.
Sejam {u",z"} e {Uh,Vh ,Z{LL, "} solugdes de | . . respectivamente. Além disso, assuma
que At<mzn{1 ag/( 2Lch } 0<h<1leparaalgum1<r<k
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4
u,u' € L>(0,T; Hp () N H™HH(Q); o € L*(0,T; H, () N H™(Q)); (3)
u" € L*(0,T; Hp (), u™ € L*(0,T; L*(Q)); (4)
2,2 € L®(0,T; H(T1)); 2’ € L*(0,T; H(T)); 2”,2" € L*(0,T; L*(T'y)). (5)
Tomando uop, uin, em SE(Q) e 2on, 2f, em SF(T) tais que
168+ [VCE] + [¢% |, +[¢0]p, < chrta. (6)

Entao, egiste c(u,z) > 0, tal que
T / T T / T r+1 2
smaz VT = o (t)|+[UF = ulto)| +|RE = /(0] +12F = 2(t)|p, } < clu2) (074 4 A2).

Prova. Ver em Alcantara [1].

3 Resultados numeéricos

Nesta secao, apresentamos os resultados numéricos oriundos da aplicagao do método de ele-
mentos finitos (com bases de Lagrange linear e quadratica) na parte espacial, diferengas finitas
(Crank-Nicolson) na parte temporal e, para cada tempo discreto, o método de Newton para re-
solver o sistema algébrico nao linear. Toda a implementacao numérica foi feita usando o Matlab.
Os exemplos numéricos sao apresentados considerando varias discretizagdes no espago e no tempo,
onde sao exibidos os erros, a ordem de convergéncia e o grafico das solugdes numéricas.

Para as simulagoes, seja o dominio computacional = (0,1) x (0,1) com fronteiras I'y =
{(z,y) e R%0< 2 < 1;y =0} e I\ = —T';. Tomamos o tempo final T = 1. A seguir, sejam os
dados de entrada associados ao modelo , isto é,

alt)=1+e", gi=g=gs=1, 7)

u(l($7y) = 4(xa - ‘T)(ya - 1)7 ul(x7y) = 07 Z()(x) = Sin(ﬂ—x% Zl(x) = 07

f(s) = arctan(s), PB(z,s) = (1+ e_IQ)(arctan(s) +3), (8)
com a uma constante real positiva, sendo escolhida apropriadamente para atender a regularidade
desejada para as condig¢oes iniciais. Vamos definir quatro exemplos, cada exemplo associado com
uma escolha de a e uma base do espaco de elementos finitos, tais escolhas sdo apresentadas na

Tabela A motivacao para tais escolhas sao apresentadas na Tabela Cabe ressaltar que, as
fungdes a(t), f(s) e B(z, s) escolhidas, satisfazem as hipoteses do Teorema [2.1]

Tabela 1: Exemplos com as escolhas da base e constante a > 0.

exy exs exrs exy
base linear base linear base quadratica base quadrética
a=1.75 a=25 a =251 a=3.5

Devido ao acoplamento dominio-fronteira e as regularidades em relagdo a funcao wu(t), pelo
resultado teérico de analise numérica, ver Teorema , esperamos obter no espaco e tempo
ordem de convergéncia (sub-6tima no espago e 6tima no tempo) O(hk+% +At?), em que k é o grau
da base polinomial dos espagos de elementos finitos. No entanto, destacamos algo a seguir.
Observacgao 3.1. [Convergéncia dtimal Conforme observado em (13, se exigirmos mais regqula-
ridade da solugdo u(t), podemos contornar a perda de ordem de convergéncia no espago, e atin-
gir wma ordem de convergéncia étima na norma L2, ou seja, O(h**1). Para isso, por evem-
plo, {13] demandou u(t) € WEFH(Q) N HE (Q) em vez de u(t) € H*(Q) N HE (Q), em que
WEHL(Q) = {v € L®(Q); D € L®(Q); |a| <k+1}. A tabela@ exemplifica esta fenémeno con-
vergéncia sub-otima e étima atrelando a reqularidade.
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Tabela 2: Ordem de convergéncia na norma L?
opgoes regularidades erro L?
S<a<2 wu(t)e H* u(t) ¢ H? u(t) ¢ W2, h'5 (base linear)

(t) u(
2<a<3 wu(t)eH? ult)¢ H? u(t)e WL h? (base linear)
S5<a<3 wu(t)e H® u(t) ¢ H*, u(t) ¢ W3, h*5 (base quadratica)
(t) u(t) ¢ H* u(t) e W3, h® (base quadratica)

~— — ~— —

3<a§% u(t) € H3,

Problema nao homogéneo

Uma vez que a solugao exata do modelo nao é conhecida, consideraremos sua versao nao
homogénea (adicionando termos fonte no lado direito) para validar a implementacao e investigar
as ordens de convergéncias dos erros F1, ..., E4, definidos em @D Nesse sentido, consideramos a
solugao exata como u(z,y,t) = (z* — x)(y® — 1)(t* + 4). Construimos a fungio z(z,t) a partir da
equagao 47 uma vez que u and ( ja foram dadas.

Seguindo na direcao do Teorema e da Observagao [3.1] a Tabela [2] mostra a relagao entre
a regularidade de u(t) e a ordem de convergéncia (sub-6tima e 6tima) na norma L? para cada
base de elementos finitos utilizada. Note que, as escolhas de a na Tabela [I] estdo associadas
com as regularidades e as ordens de convergéncias indicadas na Tabela 2] A demonstragao das
regularidades indicadas na tabela abaixo estdo provadas em [1]. Nas tabelas a seguir mostraremos

os valores dos erros E, ..., F, referindo-se aos exemplos ex; escolhidos na Tabela [I} ou seja, para
i=1,2, 3ed,
Ei(ex;) == [nax [u" = Uil2 (), Ea(ew;) = onax, |2" = Z | L2y, )
By(exs) i= max [u/(t) = Vi'looo e Balews) i= max [2'(tn) = Biloar,.

A Tabela [3] mostra a ordem de convergéncia quadratica no tempo, comprovando o resultado do
Teorema [2.1] uma vez que o método de Crank-Nicolson foi usando no tempo.

Tabela 3: Erro e a ordem de convergéncia no tempo com h = [(2_11)2 + (2_11)2}% relacionado ao
par de fungoes em , usando a base linear.
Par de fungao {f, 5} em
At Ey(exy) ordem FEs(exs) ordem
3 9.690e-4 8.197e-4
1 2424e-4  1.999  2.049e-5  1.999
5
6

6.059e-5 2.000 5.125e-5 1.999
1.523e-5 1.991 1.281e-5 1.999

A Tabela [4] mostra os resultados de erro e a ordem de convergéncia no espago corroborando
com os resultados do Teorema e da Observagao Para o dominio = (0,1)? escolhido,
consideramos malhas uniformes formadas por quadrados de lados 1/Nz, tal que Nz e {23, ..., 26}.
Assim, h que é o didmetro de cada elemento, ¢ dado por [(1/N,)?+(1/N,)?] 5

Observe que, ex; e exs estao associados com as escolhas dos casos sub-6timos, e ers and exy
com os casos 0timos, ver Tabelas [ e 2} Além disso, nos exemplos ex; e exs a escolha da base do
espacgo de elementos finitos é linear, enquanto que, em exs e exy ela é quadratica.
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Figura 1: Base linear.
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Figura 2: Base quadratica.

Tabela 4: Erro e a ordem de convergéncia no espaco com At = 2715 relacionado ao par de funcoes

{f.8} em ().

Base linear
Ei(ex;) ordem FEs(ex;) ordem FEj(exs) ordem FEs(exs) ordem

h

273 7.856e-3 8.303e-3 1.265e-2 9.139e-3

27%  2.05le-3 1.937 2.009¢-3 2.046 3.159%-3 2.002 2.230e-3  2.034
27% 505334 1.890 4.995e-4 2.008 7.892e-4 2.000 5.532-4 2.011
277  1.62le-4 1.771 1.312-4 1928 19724 2.000 1.379%-4 2.004
Base quadratica

h Ei(ex3) ordem FEs(exs) ordem FEj(exy) ordem FEs(exry) ordem
273 1.792¢-4 4.203c-4 4.585¢-4 3.808e-4

273  2418¢-5 2.890 5.531le-5 2925 5.734e-5 2.999 5.018-5 2.924
272  3.323¢-6 2.863 7.145¢-6 2.952 7.169¢-6 2.999 6.423¢-5  2.965
2-%  5.310e-7 2.645 9.487e-7 2913 89627 2999 8.10le-7 2.987

Problema homogéneo

Uma vez validada a implementagao, voltamos nossa atengao para o nosso modelo em estudo.
Apresentamos as solugées numéricas para os dados de entrada relacionados as escolhas sub-6timas,
ou seja, exy e exz - ver Tabela[I]

As Figurasmostram respectivamente as solugdes aproximadas (da esquerda para a direita)
UL, UN e {ZP}N_, para as bases linear e quadratica, associadas com os os dados de entradas (ED

1
2

e (8). Nestas figuras foram considerados T' =1, At =1/20, N = T/At e h = [(1/8)? + (1/8)?]
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4 Consideracgoes Finais

A tese Alcantara |1] tras resultados inovadores em relagao a literatura atual. Este ¢ o primeiro
trabalho a contemplar a analise numérica na norma L? para modelos de ondas nao lineares com
condigoes de fronteira Acustica com nao linearidades gerais.
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