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Resumo. Neste trabalho, apresentamos uma extensao do principio de invaridncia para a classe de
sistemas positivos chaveados. Nessa extensdo, uma fungao V, a qual desempenha o mesmo papel
que a fungdo de Lyapunov, ndo precisa ser positiva e sua derivada ao longo das solugdes chaveadas
positivas pode assumir valores positivos em alguns conjuntos, os quais nédo sido necessariamente
limitados. Este novo resultado nos permite analisar sistemas que ainda nao puderam ser analisados
com os resultados da literatura, bem como melhorar as estimativas de atratores e areas de atragao
de alguns problemas. Um exemplo numérico é apresentado para mostrar a efetividade do resultado.
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1 Introducao

Varios s@o os eventos reais que podem ser modelados por sistemas chaveados [3, 5, 8]. Por
isso, estudar resultados de estabilidade e estabilizagao para esta classe de sistemas ainda é muito
necessario. Em [1] foi apresentado um principio de invaridncia para sistemas chaveados, o qual se
tornou uma ferramenta poderosa para analisar o comportamento assintético da solugao do sistema
e nao a estabilidade de um ponto de equilibrio especifico. Em [7] foram apresentadas extensoes
do resultado acima citado, as quais puderam analisar a solu¢ao de um grupo maior de sistemas
nédo lineares, devido ao fato de nao exigirem que as derivadas das fungoes auxiliares, as quais
desempenham a mesma tarefa que as fung¢oes de Lyapunov, assumam somente valores negativos.
Mesmo com o avango apresentado em [7], o resultado néo forneceu procedimento para encontrar as
fungoes auxiliares satisfazendo as restrigoes dos teoremas, além de serem somente aplicados quando
todos os subsistemas do sistema chaveado sdo estaveis. Em [6], foi apresentado um procedimento
que nos auxilia a encontrar as fungoes auxiliares e o resultado ainda passou a ser aplicado mesmo
na presenca de subsistemas instaveis. Neste trabalho, restringimos a classe de sistemas e entao
propomos avangos nos resultados apresentados em [7], no sentido de que, além da fungéo auxiliar
nao ser necessariamente positiva, sua derivada ao longo das solugoes positivas pode assumir valores
positivos em conjuntos ilimitados. Por esta razao, esperamos conseguir melhorar as estimativas das
areas de atracao e seus respectivos atratores, além de obter estas estimativas para aqueles sistemas
que ainda ndo possuem uma funcido de Lyapunov. No decorrer do texto consideramos 2 sendo o
fecho e Q° o complemento do conjunto €, respectivamente, int(R’) = {x € R" : ; > 0,1 < i < n}
e Bd(R%}) =R — int(R7%).

1valentino@utfpr.edu.br
2]fcalberto@usp.br, yuricandido@gmail.com
3wendhel@dcx.ufpb.br

DOI: 10.5540/03.2023.010.01.0053 010053-1 © 2023 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2023.010.01.0053

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 10, n. 1, 2023.

2 Preliminares

Neste trabalho, consideramos a seguinte classe de sistemas chaveados positivos:

&= fo(x(t), (0) =m0 (1)
em que z(t) € R™ é o vetor estado, o é uma fun¢ao chamada de lei de chaveamento com dominio
sendo o conjunto dos ntimeros reais com imagem P = {1,2,--- ,N} com N sendo o namero de

subsistemas e f, um campo vetorial completo C' do R" para todo p € P, os quais ainda satisfazem:
Vo € BA(RY) : x; =0 — fpi(z;) >0, Vp € P, (2)

em que fp; representa a linha ¢ do campo vetorial f,. A condi¢do (2) é necessaria e suficiente para
que cada subsistema p seja positivo, ou seja, para todo xo € R}, a solucao de cada subsistema
permaneca no conjunto R’} para todo ¢ > 0. Quando conveniente, os argumentos de x(t) serao
omitidos. Seja {7} uma sequéncia de tempos de chaveamentos consecutivos associados a o e
I, = {t € [Tk, Tk+1) : 0(7x) = p} a unifo dos intervalos onde o sistema p ¢ ativado. Assumimos que
para todo T > 0 e p € P existe um k tal que o(1x) =p e 7, > T. O conjunto de todas as solugoes
serd denotado por §. Chamaremos ¢, (t,z¢) de solugao de (1) comegando em x no tempo ¢t = 0
através da lei de chaveamento o. No que segue, omitiremos o da notagao ¢, (¢, xo).

Os resultados aqui obtidos sdo para uma classe especifica de chaveamentos, a qual sera apre-
sentada a seguir.

Definigao 2.1. Dizemos que a lei de chaveamento € dwell time se existe um sequéncia de tempos
de chaveamento {7} e T > 0 tal que

illif(’rk_._l - Tk) Z T. (3)
O nimero T é chamado de dwell time para ¢(t,xo) e o conjunto de todas as solugdes através de
uma lei de chaveamento dwell time é denotado por Sgwert C S.

Definicao 2.2. (Invariancia Fraca) Um conjunto compacto M € fracamente invariante com
respeito ao sistema chaveado (1) se para cada xog € M existe um indice p € P, uma solugdo
©(t, o) do campo vetorial f,(x) e um nimero real b > 0 tal que ©(t, o) € M para cada t € [—b, 0]
out € 0,b].

A solugao chaveada (¢, o) de (1) é atraida para um conjunto compacto M se para cada € > 0
existe um tempo 7T > 0 tal que

o(t,x9) € B(M,€e) parat > T (4)
em que B(M,e€) = UgemB(a,€). Claramente ¢(t, xo) é atraida para M se e somente se

Definigao 2.3. (Ponto de acumulagao) Seja p(t, zo) : [0,00) x R™ — R"™ uma curva continua.
Um ponto q é um ponto limite de o(t,xzq) se existe uma sequéncia {tg}ren, com ti, — 00, quando
k — oo tal que limg_o ©(tg,z0) = q. O conjunto de todos os pontos de acumulagdo de (t, )
serd denotado por wt (o).

Proposicdao 2.1. (Propriedades do conjunto limite) Seja o(t,29) € Siwen uma solugdo
chaveada limitada de (1) parat > 0. Entao, w' (xg) € nao vazio, compacto e fracamente invariante.
Mais ainda, o(t,xo) € atraida para w™ (zg).

Demonstragao. Veja em [1]. O
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3 Extensao do Principio de Invariancia para Sistemas Posi-
tivos Chaveados

Nesta secao, apresentamos a extensao do principio de invaridncia para a classe de sistemas
positivos chaveados. Este novo resultado nos permite analisar alguns sistemas, os quais nao pude-
ram ser analisados com os resultados da literatura, e melhorar as estimativas de algumas areas de
atragao e atrator.

Para a obtencao do resultado principal, consideramos a existéncia de uma tnica fungao do tipo
Lyapunov V para todos os subsistemas do sistema chaveado (1). Seja Q, = {z € R"} : V() < a}
um subconjunto do R}, C), = {z € R’} : VV(z)f,(z) > 0} o conjunto onde a derivada da fungao
V ao longo das trajetorias do sistema p é positiva e E, = {x € R" : VV(z)f,(x) = 0} o conjunto
onde essa derivada é igual a zero. Defina C' = UpcpC)p € E = UpcpE), e considere o préximo
resultado que fornece a extensao do principio de invariancia para a classe de sistemas considerada.

Teorema 3.1. (Extensado do Principio de Invariancia) Considere o sistema chaveado (1) e
a fungiao V(z) : R — R de classe C'. Suponha a existéncia de um nimero real { satisfazendo
sup,ec V(r) < € < 0o e considere Qy = {x € R : V(x) < £}. Finalmente, seja M a unido de
todos os conjuntos fracamente invariantes contidos em EUSQ,. Entao, toda solug¢do o(t, zo) € Sqwell
€ atraida para M.

Demonstragdo. Primeiramente, considere xo € R’} tal que xg € 2 e ¢(t,20) € Sqwen uma solugao
limitada do sistema chaveado positivo (1). Uma vez que a solugdo ¢é limitada e o sistema chaveado
é positivo, entdo ¢(t,z) € R} para todo ¢t > 0. Suponha a existéncia de um t* € [0, +00) tal que
o(t*, o) ¢ Q. Pela continuidade da V' e da solugao, existe ¢ tal que V(¢(t,z0)) = L e V(p(t, o) >
¢ para todo t € (¢,t*], mas isso ¢ uma contradigao pois C' € Q, ou seja, p(t, 7o) € Sqwen €
VV(z).fp(z(t)) < 0 fora de Q; para todo p € P. Dessa forma, ¢(t,z¢) € € para todo t > 0 e
entao é atraida para w™(zg). Logo, a solugao é atraida para um conjunto fracamente invariante em
. Agora, considere zo € R”} tal que xg ¢ Qe p(t,zg) € Sqwen uma solugao chaveada do sistema
positivo chaveado (1). Se ¢(t,xp) entra em 2, para algum ¢, entao o resultado segue da primeira
parte dessa demonstra¢do. Suponha que a solugao limitada ¢(t, zg) & Qp, V¢t > 0. Uma vez que £ >
sup,cc V(x), o(t,x0) ¢ C C Q,Vt > 0, isto &, V(p(t, o)) > L e VV (p(t, x0)) fp(p(t, o)) <0,V >
0,Vp € P. Concluimos que V(¢(t,zp)) é uma fungdo de ¢ ndo crescente limitada inferiormente.
Entao, existe 7 € R tal que 7 = limy_, V(¢(t,20)). Uma vez que a solugao é limitada, w™(zo)
é ndo vazio. Seja a € w'(zp), entdo existe uma sequéncia {tx} com ¢, — oo quando k — oo
tal que p(tx,z9) — a. A continuidade de V assegura que V(o(tg,20)) — V(a) quando k —
oo, entao V(a) = r, Va € wt(zg). Finalmente, pela Proposigao 2.1, w*(zy) é um conjunto
fracamente invariante. Assim, existe um intervalo [a, 8] contendo a origem e uma fungao v(t) tal
que v(0) = a, v(t) € wh(z),Vt € [a, ] e Tj € P tal que 0(t) = f;j(v(t)),Vt € [a, B]. Entao,
V() =V(a) =r, Vt € [a, 5] e VV(v(2)) fi(v(t)) = 0Vt € [a, 5]. Particularmente, para ¢t = 0
temos VV (v(0)) f;(v(0)) = VV(a)f;(a) = 0. Logo a € E. Entao w™(z) C E e a solugao ¢ atraida
para um conjunto fracamente invariante em F.

Portanto, toda solucao limitada ¢(t,20) € Sqwen € atraida para M. O

Corolario 3.1. Suponha a existéncia de numeros reais { < L tais que (> sup,caV(x) em que
C = {x € Q; : VV(2).fp(x) > 0,Vp € P}. Sexp € Qf, entao a solugdo chaveada ¢(t,x0) € Sgwer
¢ atraida para o maior conjunto fracamente invariante em E = {x € Q; : VV(x).fp(x) = 0,Vp €
PruQy.

Demonstra¢ao. A demonstragao desse resultado é andloga a demonstragdo do Teorema 1. O

Para ilustrarmos os resultados acima, em seguida apresentamos um exemplo numérico.
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Exemplo 3.1. Considere o sistema chaveado (1) composto pelos sequintes subsistemas:

—3x + 422 — 0.52y — 23 —2.1z + 2.822 — 0.352y — 0.723

fi(z,y) = o1yt ay ]  fa(z,y) = [ —1.68y + 0.8zy - (©

Note que, considerando x = 0 implica que f11(0,y) > 0 e f21(0,y) > 0, e y = 0 implica que
fi2(z,0) > 0 e faa(x,0) > 0, ou seja, os subsistemas sao positivos, com f;; representando a linha
7 do campo vetorial f;. Escolhendo

V(r,y) = 18.93(x —2.1)* —36.34(x — 2.1)3(y — 1.98) — 31.73(x — 2.1)3
+ 113.7(z — 2.1)%*(y — 1.98)% + 400(x — 2.1)*(y — 1.98) + 270.2(x — 2.1)?
4+ 83.09(x — 2.1)(y — 1.98)2 + 72.7(z — 2.1)(y — 1.98) — 0.09347(x — 2.1)
+  63.89(y — 1.98)% 4+ 138.5(y — 1.98)2 + 8.6(y — 1.98), (7)

verificamos numericamente que o conjunto onde a derivada dessa funcdo ao longo da solug¢do
dos subsistemas (pontos vermelhos e azuis) é limitado no Ri, como pode ser visto na Figura 1.
Escolhendo ¢ = 362.9 e devido ao fato de que E C g, temos pelo Teorema 3.1 que toda solugdo
limitada o(t,x9) com xy € Ri € atraida para um conjunto fracamente invariante em 3g2.9-
Pelo Coroldrio 3.1, ainda podemos concluir que para todo xg € Qus, a solugao serd atraida para
um conjunto fracamente invariante em 7 jd que os pontos onde a derivada de V ao longo dos
subsistemas € maior que zero estao no interior de Q7 (veja Figura 1).

Figura 1: Solugoes chaveadas com condigoes iniciais (2.5,1.5) e (1.9, 1.5).

Observagao 3.1. (i) A fungdo V considerada no Ezemplo 3.1, foi encontrada através de um
procedimento numérico. Esse procedimento foi desenvolvido em [4] e utiliza programagio em soma
de quadrado para encontrar uma funcao polinomial com base nas regras da extensdo do principio
de invaridncia.

(i) A fungao V utilizada no Exemplo 1, nao poderia ser utilizada na extensao do principio de
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invaridncia apresentada em [7], pois o conjunto onde a derivada de V' ao longo da solugao dos
subsistemas assume valor positivo ndio é limitado em R2.

(i) A curva preta apresentada na Figura 1, representa uma curva de nivel da fungio V(z,y) =
L —log (35) + 22098 (e —log (145)) — (14 22198) 4 qual ¢ uma fungio de Lyapunov
apresentada em [2] para o subsistema 1. Assim, se pensarmos na andlise somente do subsistema 1,
uma vez que Q7 é um subconjunto da curva de nivel da fungao de Lyapunov (curva preta), podemos
afirmar que a solug¢do com xy € Q4o € atraida para o ponto de equilibrio (2.1,1.98). Dessa forma,

melhoramos a drea de atragao antes obtida em [2].

4 Consideracgoes Finais

Apresentamos a extensao do principio de invaridncia para a classe de sistemas positivos chave-
ados. Com esse resultado somos capazes de analisar sistemas através de uma fungao auxiliar V, a
qual desempenha o mesmo papel que a funcao de Lyapunov, no entanto ela nao precisa ser positiva
e sua derivada ao longo da solucao chaveada pode assumir valores positivos em conjunto ilimitados
do R”™, 0 que nao era permitido em resultados apresentados anteriormente. Apresentamos ainda,
um exemplo numérico para mostrar a efetividade do teorema apresentado. Nele, mostramos nu-
mericamente que o conjunto onde a derivada da fungao V' considerada é ilimitado no R™ e mesmo
assim mostramos uma estimativa do atrator e area de atragdo. Ainda, comparando com anélises
anteriores para o sistema sem o chaveamento, mostramos que melhoramos a estimativa da area
de atragao. Em trabalhos futuros, podemos ainda apresentar o resultado para sistemas positivos
chaveados com parametros incertos e ainda um resultado que analisa a classe de sistemas através de
varias funcoes do tipo Lyapunov V,, ao invés de uma funcao comum V para todos os subsistemas.
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