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Resumo. Esta dissertagdo é composta por trés contribuigoes, que tém em comum a utilizagdo de
ferramentas de geometria e/ou estatistica em aplicagoes a comunicagoes e aprendizado. A primeira
trata da construgado de codigos esféricos a partir de um procedimento recursivo que se baseia em
folheacoes de esferas dadas pela fibragao de Hopf. Na segunda, propomos um método de compressao
vetorial com perdas, formado por um quantizador adaptéavel aos dados, seguido de compressdo dos
indices de quantizacdo com um algoritmo de arvores de contexto. A terceira consiste em usar uma
fungao perda baseada na distancia de Fisher-Rao da variedade de distribui¢es discretas para o
treinamento de redes neurais, particularmente sob ruido de rétulo.
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1 Introducao

Desde o trabalho inaugural de Shannon de 1948, a informagao produzida por uma fonte e
transmitida por um canal tem sido definida em termos de sua distribuicao de probabilidade, através
de grandezas como entropia e informagao mutua. A partir de entao, ferramentas de estatistica
tém tido papel destacado no desenvolvimento da teoria da informacao. Por outro lado, abordagens
geométricas tém sido usadas especialmente no desenvolvimento de c6digos que buscam se aproximar
dos limitantes enunciados por Shannon. Por fim, modelos estatisticos tém sido estudados de um
ponto de vista de geometria diferencial na subarea de geometria da informacao.

Na dissertagao [8], apresentamos trés contribuigoes ligadas a grande area de teoria da informa-
¢ao, e que tém em comum a utilizagdo de ferramentas de geometria e/ou estatistica em aplicagoes
a comunicacoes e aprendizado. A primeira aborda a construcao de codigos esféricos, que é uma
versdo, em superficies de esferas, do problema classico de empacotamento esférico. A seguir, tra-
tamos de compressao vetorial com perdas, em que o problema passa a ser representar, de forma
econdmica, uma sequéncia de vetores, dada uma restricao de distor¢ao. Finalmente, estudamos a
geometria de familias de distribuicoes de probabilidade, munidas da estrutura riemanniana dada
pela matriz de Fisher; interessamo-nos particularmente pela distancia geodésica induzida em tais
variedades, e por uma aplicacao desta no problema de classificagao supervisionada.

Neste resumo expandido, apresentamos uma visao geral de cada contribuicao. Maiores detalhes
podem ser encontrados na dissertacio [8] e nos trabalhos [9-12].

2 Construcao de Coédigos Esféricos por Folheagoes de Hopf

Um codigo esférico [4] C(M,n,d) == {x1,22,...,2p} C S"1 & um conjunto de M pontos na
esfera euclidiana n-dimensional S"~! := {z € R" : ||z||s = 1}, de modo que a distancia euclidiana
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entre cada dois pontos seja pelo menos d. O problema de construir bons cédigos é um problema de
empacotamento esférico: dada uma distdncia minima d, busca-se o maior ntimero de pontos que
pode ser distribuido em S™~!, respeitando a distancia mitua minima de d. Solucdes 6timas em
dimensao n = 2 sdo triviais (a saber, vértices de poligonos regulares), mas poucas solugdes 6timas
sao conhecidas em dimensoes mais altas. De um ponto de vista pratico, o desafio é construir coédigos
que nao s6 tenham boas taxas R = (log M)/n, mas que também permitam realizar facilmente
codificagdo e decodificagdo. Aplicagoes de codigos esféricos incluem transmissdo de sinais por
canais gaussianos (generalizagdo da modulagao PSK) e quantizacao vetorial. Em particular, codigos
esféricos tém sido recentemente estudados para o projeto de constelagbes em comunicagoes Oticas
e sem-fio.

A fibragao de Hopf [7] é a submersao h : $?"~! — S™ dada por (20, 21) — (22071, |20/ — [21]?),
em que zp e z; sdo elementos de R, C, H ou O, para n € {1,2 4,8}, respectivamente. Esse
mapa mune a esfera S?"~! de uma estrutura de fibrado vetorial S~ ! — §?~! — S” permitindo
descrevé-la como uma folheagio por variedades produto T2"~2 := Spl x Sil ne [0,7/2]. E
possivel estender essas folheagoes para qualquer n € N*| a que chamamos folhea¢oes de Hopf.

Em [9], propomos um procedimento recursivo para construgao de codigos esféricos por fo-
lheagdes de Hopf (SCHF) em dimensdo 2¥, para qualquer distancia minima d, a partir de uma
construcdo base em dimensdo 4. Nessa dimensdo, a esfera S® ¢ folheada por toros planares T,?
usando o mapa ¢: (1;&1,&) — (€1 cosn, e2sinn) € C2 2 R, n € [0,7/2], &,& € [0,2n[. Para
construir coédigos nessa dimensdo: 1) escolhemos uma familia de toros {Tg}ne g mutuamente dis-
tantes de d; 2) em cada toro Tn27 escolhemos n circulos internos (i.e., imagens por ¢ para 7 e &
fixos) separados de A&, e m pontos separados por A¢; em cada circulo. Para construir codigos em
52n=1: 1) escolhemos uma familia de folhas {172}, c gy mutuamente distantes de d; 2) em cada

folha T,?"_2 = 520;17 x St % C §?7=2_ aplicamos a distribuigao da dimensao anterior a cada esfera

Sg);}], Sein 717, com distancia minima escalada d/ cos n e d/ sin 7, respectivamente. Esse procedimento
recursivo permite construir codigos em dimensdes da forma n = 2%.

Resultados numéricos mostram que as taxas obtidas com essa construgao superam outros mé-
todos conhecidos na literatura, em diferentes regimes de dimensao e distancia minima. Calculamos
limitantes assintoticos para a densidade dos cddigos SCHF, e argumentamos que nossa construgao
oferece um compromisso entre boas taxas e construtibilidade efetiva. Ainda, explicitamos proce-
dimentos de baixa complexidade para codificacao e decodificagao dos nossos codigos. Verificamos
experimentalmente que a decodificagao proposta tem boa performance sob ruido gaussiano.

3 Compressao com Perdas Baseada em Arvores de Contexto

Diferentes tarefas em comunicagoes, como feedback e armazenamento podem ser modeladas
como um problema de compressio com perdas [3], nos quais busca-se representar vetores de infor-
magcao de forma econdémica, i.e., com a menor quantidade de bits possivel, para uma dada tolerancia
de distor¢ao. Uma forma de abordar o problema é quantizar vetores de informagao com um alfabeto
finito e, a seguir, comprimir a sequéncia de indices de quantizacdo com um compressor universal,
i.e., que nao depende da estatistica da fonte (e.g., LZ, CTW). No entanto, a aplicacao direta desses
métodos apresenta inconvenientes: as sequéncias de saida tém comprimento variavel e podem nao
ser imediatamente produzidas, o que nao é adaptado para aplicagoes sensiveis a atraso. Por isso,
propomos em [12] uma solu¢do em dois passos, projetada particularmente para a compressiao em
tempo real de vetores de informagao de estado do canal (CSI) em comunicagoes sem-fio.

O primeiro passo é realizar quantizagao (com perdas) dos vetores de CSI. Cada componente real
do vetor é normalizada e quantizada separadamente com companders adaptados & sua distribuicao.
A ideia de um compander é aplicar uma transformacao paramétrica nao-linear (equivalente a uma
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fungao distribuicao acumulada) gg: [0,1] — [0,1] que “uniformize” a distribuigdo de uma variavel
aleatoria X € [0,1]. Em seguida, aplicamos quantizacao uniforme a go(X), ja que esta é 6tima para
distribuigdo uniforme. Para encontrar o melhor compander parametrizado por 6 € O resolvemos
numericamente arg maxpee = >, log gj(z;) para uma amostra {z;}!"; de componentes do vetor,
0 que é equivalente a minimizar a versao empirica da divergéncia de Kullback-Leibler entre a
distribuigao teérica dos dados e aquela definida pelo compander. Além do conhecido u-compander,
propomos um novo [-compander, inspirado pela distribuicao beta.

O segundo passo trata de compressao sem perdas das sequéncias de indices de quantizagao.
Para isso, supomos que essa sequéncia é gerada por um processo na classe das cadeias de Markov
de ordem waridvel no maximo D [5]. Note que qualquer processo ergodico e estaciondrio pode
ser aproximado por um processo nessa classe quando D — oco. Um compressor universal para
essa classe consiste em usar o algoritmo CTW [14] para estimar, de modo eficiente, a distribuicao
de uma sequéncia como uma mistura de modelos dentro da classe, e usa-la como distribuicao
de codificagao para codificacao aritmética. Propomos uma modificacdo desse método: usando o
algoritmo CTM [15] (variagdo do CTW), calculamos o modelo de méaximo a posteriori dentro da
classe, para a sequéncia que é observada. Os simbolos da sequéncia sao entao codificados com
uma regra fixa a partir das probabilidades marginais estimadas pelo modelo MAP, o que limita a
varicao do comprimento das sequéncias de bits de saida.

Simulamos vetores de CSI para canais LTE, em diferentes cenarios de mobilidade e correlagao
de antenas, e estudamos o desempenho do método proposto em termos de distorgao e taxa de
comunicagao, em fungao do ntimero de bits necesséarios para representar a sequéncia. Os resulta-
dos numéricos atestam a eficiéncia dos métodos de quantizacio e compressao propostos. E ainda
importante destacar que esses métodos tém baixa complexidade computacional, podem ser imple-
mentados em tempo real e sao modulares, i.e., podem ser combinados com outros quantizadores
ou compressores a disposicao.

4 Geometria da Informacao e Aprendizado

4.1 Formas Fechadas para a Distancia de Fisher—Rao

A subérea de geometria da informagao [1, 2| estuda a geometria intrinseca de familias de
distribuigoes de probabilidade, vistas como variedades riemannianas. Um modelo estatistico
S = {pg =p(x;&): E=(&..., M eEC R”} é uma familia de distribui¢oes de probabilidade
parametrizadas pelo vetor £ = (51, . ,5”), de sorte que a aplicagdo (parametrizacao) ¢: £ — pe
seja injetiva e = seja aberto em R™. Se S é suavemente parametrizado por Z e satisfaz certas
condicoes de regularidade [1], torna-se uma variedade diferenciavel chamada variedade estatistica.
E possivel ainda munir S de uma estrutura riemanniana. Denotando 9; := 6%“ os elementos da

chamada matriz de Fisher G(£) = [g:;(£)], ; sao dados por

9i3 (&) = Ep, [(0i log pe(x)) (9; log pe ()] - (1)

Como a matriz de Fisher é simétrica e definida-positiva, define uma métrica riemanniana,
i.e., uma familia de produtos internos que varia suavemente na variedade estatistica, a chamada
métrica de Fisher. Aplicar a métrica de Fisher g; a dois vetores v; = dp(&1), v2 = de(&2) no
espaco tangente 7),,S equivale a calcular um produto interno mediado pela matriz G(§) entre os
vetores em coordenadas locais: (v1,v2)G(e) = ge(v1,v2) = & G(§)&2. A métrica de Fisher nao s6 ¢
invariante por reparametrizacao do espago amostral e covariante por reparametrizacao do espago
de parametros [2], como também é a tnica métrica riemanniana (a menos de fator de escala)
invariante por estatistica suficiente [13]. Essas propriedades tornam-na a escolha natural para
estudar a geometria de variedades estatisticas.
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Considere uma curva &: [0,1] — = no espago de pardmetros e sua imagem v: [0,1] — S pela
parametrizagdo p: = — S, i.e., v = ¢ o . Na geometria de Fisher, o comprimento /(v) da curva ~

pode ser calculado como
/\/ N At = /\/ HTG(E (2)

Dadas duas distribuigoes pg, e pe, em S, o infimo do comprimento das curvas 7y diferenciaveis por
partes que as une define uma distancia entre essas distribuigoes, chamada distdncia de Fisher—Rao:

drr(&1,&2) = drr(pe, pe,) = igf {1(y) + v(0) = pe,, ¥(1) = pe, } - (3)

O teorema de Hopf-Rinow garante que se (S,dpr) for conexo e completo como espaco métrico,
entao quaisquer dois pontos p,q € S podem ser unidos por uma geodésica minimizante, i.e., uma
curva cujo comprimento é igual & distancia dpgr(p, q) e que é uma geodésica.

Infelizmente, calcular a distdncia de Fisher-Rao, em geral, ndo é uma tarefa trivial, uma vez
que envolve encontrar as geodésicas na variedade estatistica de interesse (e.g., resolvendo o sistema
de equagoes diferenciais geodésicas) e avaliar a integral em (2). Por isso, formas fechadas sao
conhecidas apenas em algumas familias de distribui¢oes de probabilidade. Uma primeira contri-
buigao [10] neste tema foi realizar uma curadoria de formas fechadas de distancias de Fisher-Rao
presentes na literatura, bem como aumentar o repertério com a introducao de novos exemplos.
Alguns exemplos sao apresentados na Tabela 1.

Tabela 1: Exemplos de distancias de Fisher-Rao para distribuigdes continuas.

Distribuigao Parametros Distancia de Fisher-Rao

Rayleigh %5 exp (—%) o e Ry 2 |log o1 — log 09|

— )2 — o1—0
Gaussiana \/;7 exp (— (w%*;) ) (u,0) € R xRL 2v/2 arctanh (\/Eﬁ_ﬁz;;iggghlé;)

Laplace 25 €XP (—Lb“‘> (1, b) € R x RY 2 arctanh ( %)

(z0,7) € R x RE V2 arctanh ( (Io,1*10,2)2+(’Y1*72)2>

Cauchy (z0,1—0,2)%2+(11+72)?

-7y
m[(z—z0)2+7?]

No caso da distribui¢ao categorica p(z) = > 1, pilgy (), definida para x € {1,...,n}, a vari-
edade estatistica respectiva é isomorfa ao simplexo A"~ = {(p1,...,p,) € [0,1]" : > p; =1},
e ambos podem ser parametrizados pelas primeiras (n — 1) coordenadas (pi,...,pn—1), tomando

=1- Z;le p;. Usando um argumento classico [2], pode-se considerar a reparametrizagio
pi = 2,/p; que leva o simplexo na esfera euclidiana de raio 2 e mostrar que a geometria dessa
variedade estatistica coincide com a geometria esférica. Nesse caso, a distancia de Fisher-Rao é

drr(p, q) = 2arccos (Z \/ZTQL) ) (4)

4.2 Aprendizado com a Fungao Perda de Fisher—Rao

O problema de classificagao consiste em atribuir a cada entrada & € X a sua classe corres-
pondente dentre ) = {1,..., K}. Um classificador ¢ uma funcio f: X — R¥ (e.g., rede neural),
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que atribui & entrada & um vetor de probabilidades p = (p1,...,px) == f(x), a partir do qual é
possivel escolher § = arg maxi<;<x p;. O objetivo é encontrar (aprender, treinar) um classificador
que cometa o menor erro possivel, medido por uma funcio perda L: Y x RE — R, . No caso de
aprendizado supervisionado, temos acesso a um conjunto de treinamento {(z;,y;)}¥ ;, que pode ser
usado para encontrar o classificador (paramétrico) f € F por minimizagdo do risco empirico, i.e.,
resolvendo arg min e r % Ziil L(y;, f(z;)), o que é feito por um algoritmo numeérico de otimizagao,
como método do gradiente.

Escolher uma fungao perda adequada é fundamental, pois afeta diretamente o desempenho
do classificador resultante, assim como a dindmica de aprendizado. Escolhas usuais incluem o
erro quadrético médio (MSE) Lysge(y, f(z)) = |pll3 — 2p, + 1, o erro médio absoluto (MAE)
Lyvag(y, f(x)) =1 —p, e a entropia cruzada (CE) Leg(y, f(z)) = —logp,. Em [11], propomos e
estudamos uma func¢ao perda baseada no quadrado da distancia de Fisher—Rao (4) entre a saida
do classificador f(z) e o vetor de probabilidades ideal (que atribui 1 & classe correta y e 0 a todas
as outras), dada por Lpg(y, f(z)) = (arccos \/]Ty)2

Consideramos em particular o problema de ruido de rdtulo [6], i.e., quando o conjunto de
treinamento limpo ¢ substituido por uma versdo ruidosa {(x;,%;)}}., em que alguns rétulos de
classe §; estao incorretos (g; # y;). Uma maneira conveniente de lidar com esse tipo de problema
é usar no treinamento uma funcao perda que seja inerentemente robusta a ruido de rétulo, i.e., tal
que o desempenho do classificador resultante treinado com dados ruidosos seja tao bom quanto o
de um classificador treinado com dados limpos. E possivel mostrar que a perda MAE é robusta a
ruido de rétulo uniforme, enquanto que a perda CE néo o é de todo [6]. Por outro lado, a forma
da perda MAE faz com que usé-la resulte em um treinamento lento, ao passo que o treinamento
com a perda CE converge mais rapidamente.

Mostramos que a perda de Fisher—Rao oferece uma solu¢ao de compromisso entre robustez a
ruido de rétulo e velocidade de aprendizado: provamos um limitante para o quanto o ruido de rétulo
pode afetar o treinamento com a perda de Fisher—Rao [11, Prop. 3|, enquanto que, analisando seu
gradiente, observamos que ela fornece uma velocidade de treinamento intermediaria entre as perdas
MAE e CE. Em resultados numéricos com dados sintéticos e com o conjunto de dados MNIST,
observamos que, sob ruido de rétulo, a perda de Fisher-Rao apresenta desempenho superior, sem
prejuizo & velocidade de treinamento.
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