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Resumo. A dindmica topologica de inversbes geométricas para uma configuracdo disjunta dos
circulos de inversao foi estudada em [6]. Verificou-se que, para cada inteiro k > 1, o nimero Ny, de
orbitas periddicas de periodo k é uma fungdo apenas do nimero de circulos do sistema dindmico.
Neste artigo analisamos o comportamento das orbitas criticas da fung@o zeta de Artin-Mazur (y
associada a sequéncia (Nj) e descrevemos as componentes do conjunto de Fatou de ;. Além disso,
concluimos que, em alguns casos, o conjunto de Julia é um quasecirculo.
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1 Introducao

Sejam p > 1 um ndmero inteiro fixado e Dy, ..., D, discos fechados no plano complexo dois
a dois disjuntos. Para cada 1 < j < p, seja I'; a fronteira geométrica do disco D;. A inversdo
geométrica em um disco é a transformacgao geométrica aniloga a reflexdao em uma reta no plano.
Algebricamente, se It é a inversdo geométrica no circulo (circunferéncia) I' := 9D,.(zg) entao

,,,2

In(z) = 20+ —— (1)
z 20

A principal referéncia para o estudo de inversbes geométricas é [4, p. 96|, que os autores
chamam de Danga de Schottky, em tradugao livre. Denotaremos por I; a inversao geométrica
em I'; := 0D;, para cada 1 < j < p. As aplicagbes Iy, ..., [, induzem um sistema dinamico natural
em X, := U/_,D;. Note que X, é um espago métrico compacto e desconexo, relativamente a
distancia euclidiana.

Uma orbita em X, ¢ uma sequéncia (z,) € X' tal que ;41 = Ip(x;) para algum k €
{1,2,...,p} com k # j. Assim, o espago métrico compacto de todas as drbitas em X, (com a
métrica produto) sera denotado por O(X,).

O conjunto limite de uma oOrbita (x,) denotado por w(x,), é o conjunto de todos os pontos
de acumulagao desta sequéncia em X,. Quando duas érbitas possuem o mesmo conjunto limite
dizemos que elas sao equivalentes. Essa relagdo define uma relacdo de equivaléncia no espago
das orbitas. O espago quociente O(X,)/ ~, com a topologia quociente, ¢ um espago métrico
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compacto segundo Vieira et al [5]. A dindmica induzida no espago quociente O(X,,)/ ~ & definida
naturalmente por uma transformacao continua f dada por

f([#n]) = [2n g1,

onde [z,,] é a classe da orbita (z,,). De acordo com Vieira et al [6], o ntimero de 6rbitas periodicas
de f de periodo k > 1 é igual a
Ny, = p* + (=1)*p,

para todo p > 1. Neste artigo classificaremos as componentes de Fatou da fungdo zeta de Artin-
Mazur associada & sequéncia (Ng)g.

2 Funcao Zeta de Artin-Mazur

Em [1], Artin e Mazur introduziram sua fungio zeta para estudar a taxa de crescimento do
nimero de pontos periddicos de um sistema dindmico em fun¢ao do periodo. No caso da fungao f
que estamos considerando, fixado p > 1 inteiro, Ny cresce no maximo exponencialmente, uma vez
que

Nip <,

para todo k > 1, onde ¢ = 2p. Isto ocorre em geral para um conjunto denso de fungoes de classe
C* na esfera de Riemann, na topologia C*, como foi demonstrado em [1].

Formalmente, a fungdo Zeta de Artin-Mazur associada a quantidade de orbitas periddicas de
f, ou seja, a sequéncia (N), é definida por

(=) = (4(2) = exp (Z ka> .
k=1

Pode-se verificar que
1

(1 —pz)(1+2)7’
ou seja, ¢ é uma fungdo racional na esfera de Riemann. Usando a mudanca de coordenadas
conforme

((2) =

a funcao ¢ é conformemente equivalente a funcao racional, com parametro p, definida por

ol = EZPEEDT 2)

onde o grau de f, é p+ 1. E importante observar que fp e ¢y sao conformemente conjugadas por
uma transformacao de Mobius, e portanto, possuem a mesma dinamica.

Segue-se de (2) que f, tem um tunico polo na origem de ordem p + 1, e dois zeros em p e
—1 de ordem 1 e p, respectivamente. Esses pontos especiais tém papel fundamental na estrutura
geométrica do espaco de fase, que depende do parametro p. R

Neste contexto, o espago de fase natural é a esfera de Riemann C := C U {co} e pode ser,
dinamicamente, decomposto em dois subconjuntos completamente invariantes, a saber o conjunto
de Fatou, F, e o conjunto de Julia J,, de f,. Por defini¢do, F, é a colecao dos pontos de C
nos quais a familia ( fg)n ¢ normal no sentido de Montel, enquanto que J, é o complementar do
conjunto de Fatou na esfera de Riemann (veja mais em [3], por exemplo). Neste artigo vamos
explorar os casos p = 1,2, 3.
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3 Resultados

3.1 Ocasop=1

Substituindo-se p = 1 em (2) obtemos a fungao

filz)=1- =

z

Neste caso, os dois zeros da fungdo coincidem e f; tem uma tnica érbita superatratora {0, 1, co0}.
Em particular, o conjunto de Fatou de f; coincide com a bacia de atragado da orbita critica (veja
a figura 1).

Figura 1: As regides coloridas sao as componentes de Fatou de fi.

Este ¢ um exemplo de uma fungao hiperbdlica no conjunto de Julia, no sentido de que existe
uma métrica o(z)|dz| diferenciavelmente equivalente & métrica esférica em uma vizinhanga de J;
(veja [2, p. 89] para mais detalhes). Em particular, como oo estd no conjunto de Fatou de fi,
existe m > 1 tal que f{" é expansora em J;. Ainda neste caso, cada componente de Fatou é
conformemente isomorfa a um disco, enquanto que o conjunto de Julia é conexo e localmente
conexo.

3.2 Ocasop>2

Suponhamos agora que p > 2. Com um célculo direto, usando (2), obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 3.1. Os pontos criticos da fungao f, em C sio —1 (com multiplicidade p—1), 0 (com
multiplicidade p) e oo(com multiplicidade 1).

A figura 2 mostra que todos os pontos criticos de f, estdo em uma mesma 6rbita. Mostraremos
a seguir, que a Orbita critica pertence a bacia de atragao de um ciclo de periodo 2 nos casos p = 2
ep=23.
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Figura 2: Orbita critica

(2 = 2)(z + 1)?

Observe que fa(z) = 3
z

, de onde segue-se que

(2432 —22%)%(2+ 32 + 23)
(z—2)3(1 + 2)8

f3(z) =

Pode-se verificar que o namero real

Y RN rye)

é um ponto periodico de periodo 2 de fo e fa(2s) # 2+, j& que fo ndo possui ponto fixo real. Além

disso,
362°(223 — 32 — 2)
2\/ _
(f2)(z)_ (2_2)4(1+2)7 )
de onde concluimos que
27
(f3)(2) =9 — ——= ~ —0.5459.

2V2

Isto prova que z, é um ponto periédico geometricamente atrator, e portanto, sua bacia de
atracao contém a orbita de todos os pontos criticos de fo. Em particular, f; é hiperboélica em 7o
2, p 90].

Teorema 3.1. O conjunto de Fatou de fo contém wm unico ciclo periddico, geometricamente
atrator.

De fato, uma vez que descrevemos o comportamento dindmico das orbitas criticas, a conclusao
do Teorema 3.1 segue do Teorema de Classificacao [2, p. 74].

Observando-se que fy é hiperbodlica e possui apenas duas componentes de Fatou completamente
invariantes, segue-se do Teorema de Sullivan [2, p. 102] o seguinte resultado.

Corolario 3.1. O conjunto de Julia de fo € um quasecirculo.
Com a mesma estratégia aplicada ao caso p = 3 obtemos resultados semelhantes.

Teorema 3.2. O conjunto de Fatou de fs contém um iunico ciclo periddico, geometricamente
atrator. Além disso, J3 € um quasecirculo.

De fato, a equagao f2(z) = z tem uma raiz real £ ~ 0.9807, tal que (f2)'(§) ~ —0.1130 e
portanto, £ é um ponto periédico geometricamente atrator.
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Figura 3: A curva indicada é o conjunto de Julia de f3.

4 Consideragoes Finais

Neste trabalho classificamos a dindmica complexa da funcao zeta de Artin-Mazur associada &
transformacao natural f, no espago quociente de érbitas para as inversdes geométricas estudadas
em [6]. No caso p =1 cada componente de Fatou é conformemente isomorfa a um disco, enquanto
que o conjunto de Julia é conexo e localmente conexo (veja a figura 1). J4 nos casos p > 2 a
funcédo f, tem ponto critico em -1 (com multiplicidade p-1), na origem (com multiplicidade p), e
em oo (polo simples). Verificamos ainda que, para p = 2,3, fg ¢ hiperbolica, F, tem apenas duas
componentes invariantes e 7, ¢ um quasecirculo (veja a figura 3). Experimentos numéricos iniciais
sugerem a mesma conclusao para p > 4.
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