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Resumo Neste trabalho, uma solugdo para o problema de transferéncia radiativa em geometria
cartesiana bidimensional, com a representagdo da funcgéo de fase na forma exata, é proposta. A
formulagao utiliza o método ADO-Nodal sendo que diferentemente de trabalhos anteriores, onde
expansoes truncadas em Polindmios de Legendre eram utilizadas para expressar a funcao de fase,
aqui a mesma é representada pela férmula exata. Meios com grau de anisotropia arbitrario podem
ser considerados. Para justificar a relevincia do presente estudo a fungdo de fase de Henyey-
Greenstein expandida em polindmios de Legendre é comparada com sua formulacao exata. Com
isso fica evidenciada a vantagem de utilizar a expansdo com valores maiores de L para que o erro
entre as duas representacbes seja menor possivel. Resultados numeéricos foram obtidos para um
problema teste e comparados com a resolucdo via Método de Diferengas Finitas. A potencialidade
do método ADO com a fungao de fase na forma exata fica indicada uma vez que os resultados obtidos
apresentaram concordancia satisfatoria, reducdo do tempo computacional e maior generalidade na
formulagdo ADO podendo ser aplicada em diferentes areas.

Palavras-chave Problemas Bidimensionais de Tranferéncia Radiativa, Funcao de Fase Exata, Mé-
todo ADO-Nodal, Método de Diferengas Finitas.

1 Introducao

A Teoria de Transporte tem como objetivo investigar a distribui¢do das particulas em um
meio, levando em consideracdo o movimento das mesmas e suas interagoes com o mesmo [17]. A
modelagem matematica desse sistema é dada pela equagao linear de Boltzmann, também conhecida
como equacao de transporte [6]. Essa equagdo apresenta um alto grau de complexidade, uma
vez que a mesma é composta por sete variaveis independentes: trés coordenadas espaciais (que
determinam a posigdo das particulas), duas variaveis angulares (que definem a dire¢ao na qual as
particulas estdo migrando), uma variavel de energia e uma variavel temporal.

Neste trabalho abordamos a aplicacao da equagao de Boltzmann linear na modelagem de pro-
blemas de radiagdo, que nesse caso é designada como equagao de transferéncia radiativa (ETR).
Muitas das aplicagoes tradicionais da ETR, por exemplo na radiagao térmica, sao amplamente
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conhecidas por serem observadas em fendémenos naturais, como a radiacao solar ou a transferéncia
de calor por radiacao [15]. Além das aplica¢ées ja4 mencionadas, a analise da radia¢do térmica
desempenha um papel cada vez mais importante na medicina, sendo aplicada em exames médicos,
como por exemplo a tomografia otica [12].

Visto a vasta area de aplicagao de estudos envolvendo a interagao de um determinado tipo de
radiagao com a matéria, é necessario que cada fenémeno seja classificado de acordo com o tipo
de interagdo e a matéria com a qual a interagdo ocorre [17]. Para descrever matematicamente o
padrao angular de espalhamento uma funcao, denominada funcao de fase, é utilizada. Na literatura
existem diversos estudos sobre as diferentes formas de representar a fungao de fase, uma dessas
representagoes é a funcao de fase de Henyey-Greenstein [11]. Essa representacao é frequentemente
usada em Otica biomédica, uma vez que descreve com uma boa aproximacao a interagao média da
luz com o tecido [14].

Um tratamento da fungédo de fase, comumente utilizado, consiste em uma aproximacao em ter-
mos de uma expansao truncada de polinomios de Legendre [7]. No entanto, é possivel encontrar na
literatura trabalhos que versam sobre as limitagoes dessa aproximacao, ressaltando que o trunca-
mento da série de Legendre bem como a necessidade de incluir um grande ntimero de termos para
fornecer uma boa aproximagao sao algumas das desvantagens dessa aproximagao, podendo limitar
a precisao dos calculos [8]. Outra possibilidade para a representagéo da funcao de fase, evitando-se
a utilizacdo da expansao, é a formulagao exata.

Para o tratamento do dominio angular da equagao, nesse trabalho, utilizamos o método de or-
denadas discretas juntamente com o método ADO (sigla do inglés Analytical Discrete Ordinates)
que tem por objetivo resolver analiticamente o sistema de equacoes oriundo do tratamento das
variaveis espaciais das equagoes em ordenadas discretas. Quando aplicado em problemas bidimen-
sionais a formula¢do ADO é conhecida como ADO-Nodal ([2], [3]). O método ADO-Nodal parte
da integracao da equagao sobre um nodo, onde o modelo é reduzido a equagoes unidimensionais
avaliadas separadamente nas varidveis espaciais x e ¥y, que sao resolvidas pelo método ADO.

O método ADO-Nodal ja vem sendo utilizado em problemas de transferéncia radiativa com
espalhamento anisotrépico, onde a fungao de fase é aproximada em termos da expansao truncada
de polindémios de Legendre [4]. O presente trabalho propéem uma abordagem para a ETR bi-
dimensional com espalhamento anisotropico, resolvida pelo método ADO-Nodal, que descreva a
funcao de fase pela forma exata. Essa proposta além de evitar aproximagoes da funcao de fase
também resulta um problema de autovalores com uma formulagao mais simplificada. E, devido a
generalizagdo da nova formulagao, a mesma pode ser utilizada em diferentes aplicacoes da teoria
de transporte, apenas alterando a lei de espalhamento de acordo com o problema a ser abordado.

2 Formulacao Matematica

Consideramos um dominio retangular R, com x € [0,a] e y € [0,b], uma aproximacdo em
ordenadas discretas da ETR, para o caso monoenergético e estacionario, é escrita para a intensidade
de radiac@o na regido r e na direcdo Q = (u,n, ), na forma ([17], [15])

0 0 Os al
/J“Z%I(xa Y, QZ) + niaiyj(x7ya QZ) =+ ﬁl(x7y7 QZ) = HIb(ZU, y) + E Z wnl($7y7 Qn)p(Qn : QZ)? (1)
n=1

para i = 1,..., M, onde M é a quantidade de dire¢oes discretas na esfera unitaria e (w,) sdo os
pesos determinados pelo esquema de quadratura escolhido.

O coeficiente de extingao do meio é representado por 8 = k + g5, de modo que k é o coeficiente
de absrocéao e o o coeficiente de espalhamento; I;(r) é a intensidade de radiagao de corpo negro;
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p(Qn - Q;) € a fungdo de fase de espalhamento da transferéncia radiativa a partir da dire¢ao de
entrada (); para a diregao de saida €2,, que pode ser expressa em termos de uma expansao truncada
de polinoémios de Legendre [7], como

L
p(Qy - ;) = p(cosO) = Z C1P(cos®), (2)
1=0
onde C; sao os coeficientes da expansao e sao determinados de acordo com o lei de espalhamento a
ser utilizada; L é a ordem da expansao da fungao de fase; P, representa o polinémio de Legendre
de grau [; e © é o angulo formado entre as direcoes de entrada e saida.

A representagio da funcdo de fase conforme a equagdo (2) é uma aproximagdo, que pode ser
utilizada para diversas leis de espalhamento, devendo-se determinar o coeficiente C; de acordo com
a lei abordada. Para a func¢io de Henyey-Greenstein, por exemplo, o termo C; = (21 + 1)g' onde g
é o fator de anisotropia, g € (—1,1) [8]. Em geral, a aproximacao representada na equagao (2) visa
expressar de forma aproximada as formulas exatas das funcoes de fase. A funcao de espalhamento
de Henyey-Greenstein é definida pela seguinte formulacdo exata [11]

1—g°%
[1+ g2 — 2gcosO)]
Se g = 0, entao o meio é dito isotropico, isso significa que o féton tem a mesma probabilidade
de se espalhar em qualquer direcdo. Quando g assume valores positivos (0 < g < 1) indica
espalhamento para frente e em casos de valores negativos (—1 < g < 0), espalhamento para tras
[5].
Buscando explorar a representacao da funcdo de fase na forma exata, ao invés de utilizar a

expansao finita em polinémios de Legendre, desenvolvemos uma solugao pelo método ADO-Nodal
para a equacao de transferéncia radiativa com a fungao de espalhamento expressa de forma genérica.

pHG(@) = R (3)

2.1 Solucao ADO-Nodal: lei de espalhamento exata

Primeiramente, vamos considerar nosso problema de transporte definido em um dominio re-
tangular R com um vértice posicionado na origem do sistema cartesiano e divididoem r=1,..., R
regives retangulares. Cada uma das r regies ¢ delimitada por = € [a}_,,a}] e y € [b},_,, b} ] com
0<a;, <ap <ae0<b,_; <by <bondeh=1,...Hek=1,.., K indicando o nimero de
divisdes em cada uma das variaveis espaciais.

No caso do problema integrado em y, as diregoes €; sdo ordenadas seguindo [2]. De modo que,
para ¢ = 1,..., % as diregoes tem coordenadas u; > 0 e para ¢ = % + 1,..., M as direcoes tem
coordenadas p; < 0. E, n; =n; + %

Considerando o ordenamento acima detalhado, a equagdo (1) pode ser reecrita como:

0 0

UST

NES

wo [T @9 20)p (- Q) +1 (2,9, 0p 1) P Qg - )] @)

n=1

0 0
—/.Ll%I (xvyanH-%) +"718in (%%QH%) +BI (xvyanH-%) = “{Ib(ajay) +

2w 1@, 2)p (U g ) + 1 (29, Qg ) P (Vs - Q)| ®)
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M
5
Integramos as equagdes (4) e (5) em relacio a y e obtemos equagdes unidimensionais. A
partir disso, é possivel o uso do método ADO para resolugao do problema homogéneo associado.
Primeiramente descartamos os termos de fonte das equagoes unidimensionais anteriormente obtidas
e propomos as solugoes em termos de autofungoes e exponenciais para o problema homogéneo na
regiao r,com r =1,..., R, parat=1,..., M.

parai=1,.

Iﬁ(l‘7QZ) = q)yT(VTWQi)e%:a (6)

Substituindo (6) nas versoes homogéneas das equagoes unidimensionais e, apos uma série de
manipulagoes algébricas, obtemos o seguinte problema de autovalores:

[ByrAyr] Xyr = )‘yTth (7)
onde o autovalor A, é tal que
Ay = i (8)
Ainda
Agr = (8= 25 W (Py + Py )| M (9)
e
By, = [@ - Z—:W (Pym. - wa%’i)} M (10)

sendo as matrizes P, formadas pela funcao de fase avaliada em todas as diregoes. As matrizes W
e M,, ambas diagonais, sdo formadas, respectivamente, pelos pesos e nés da quadratura.

Um procedimento analogo é desenvolvido para a intensidade média na varidvel z, apenas con-
siderando um ordenamento diferente das diregoes, conforme proposto por Barichello et al. em|2].

Com a derivagao do problema de autovalores, obtemos as solugoes homogéneas relacionadas ao
problema. No entanto, para que as intensidades médias nas variaveis x e y possam ser definidas,
ainda é preciso a determinagao das solugoes particulares, de equacoes auxiliares que defininem as
intensidades desconhecidas nos contornos das regioes e organizagao do sistema de equagoes lineares.
Essas etapas seguem os procedimentos propostos por por Rui et al. [16]. A partir da construgéo e
resolugao do sistema de equagoes lineares, resultados numeéricos da formulagao ADO-Nodal para a
ETR bidimensional com a fungao de fase avaliada de forma exata podem ser obtidos.

3 Resultados numeéricos

Primeiramente, realizamos uma comparacgao entre as fungoes de fase representadas pelas equa-
goes (2) e (3), para evidenciar a relevancia da fungao de fase expressa de forma exata. A equivaléncia
entre as duas formulas é dada a partir da determinagdo adequada de um valor para L (presente na
expansao) de acordo com o valor de g escolhido (presente na representacao exata). Desse modo,
considerando o caso em que g = 0.5, o erro entre a funcao de fase exata e expandida pode ser
observado na Figura 1, para diferentes valores de L.
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Figura 1: Erro entre a fungdo de fase exata e expandida para diferentes valores de L quando g = 0.5
(Fonte: Elaborado pelos autores).

E possivel perceber a vantagem de valores maiores de L na expansao para que o erro entre as
representacoes se torne menor. Por exemplo, para L = 9, o erro é menor que 10~!, para todos
valores de ©. Ja para L = 30, temos um erro menor que 10~7. Realizando testes semelhantes ao
apresentado, para valores de g maiores que 0.5, percebemos que & medida que o valor de g cresce,
precisamos de valores de L mais altos para que o erro entre as duas representagoes mantenha-se
na mesma ordem de magnitude. Com isso, evidenciamos a importancia da representacao exata da
funcao de fase, uma vez que, assim, evitamos a utilizagdo de uma aproximagao que envolva uma
grande quantidade de elementos.

Além da comparacao tecida entre as duas fungoes de fase, a seguir sdo apresentados alguns re-
sultados numéricos obtidos através da solugao da equagao de transferéncia radiativa em geometria
cartesiana bidimensional com a fungao de fase representada de forma exata. O problema bidimen-
sional resolvido é definido por um quadrado com espessura 6tica igual a 1, dividido por uma malha
4 x 4 totalizando 16 nodos com tamanho de 0.25 x 0.25. Tratando-se de um problema de radiagao
térmica, as paredes e o meio sdo mantidos frios e tém poderes emissivos uniformes prescrito de
zero, exceto na parede inferior (delimitada pela extensdo em que y = 0) que é mantida quente e
seu poder emissivo constante ¢ igual a 1/7.

Para a resolu¢do do problema, utilizamos a quadratura Simétrica de Nivel (LQy) (sigla em
inglés de Level Symmetric Quadrature), onde N é a ordem da quadratura representada sempre por
um namero par e M = N(N+2)/8 é o total de diregdes por octante. Para as quadraturas LQy, LQs,
LQ12 e LQq6, utilizamos os pesos e as diregoes definidas por [13]. Realizamos a implementagéo do
problema proposto por meio da linguagem de programacao computacional Fortran [10] e obtemos
os resultados numeéricos através da solugao do sistema linear via subrotinas da biblioteca LAPACK
[1].

A Figura 2 apresenta resultados de comparagoes feitas entre a formulacao exata da fungao de
fase e a formulagdo com o método de diferencas finitas upwind ([9],[12]), onde a solugdo é obtida
em pontos da malha e nao em nodos do dominio. Para a formulagao com o método de diferengas
finitas utilizamos uma malha 501 x 501, de modo que a distancia entre cada ponto da malha é
Az = Ay = 1/500. Conforme descrito em [9], a modelagem de contorno do método de diferencas
finitas ainda precisa ser aprimorada, de modo que os valores proximos as extremidades apresentam
uma discordancia maior. Os resultados comparados sao a densidade média de radiacao ao longo
da dire¢ao y na linha central do dominio (z = 0.5). As comparagoes foram feitas considerando o
caso em que g = 0.5, 0, =0.5, k =0.5e S =1.
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Figura 2: Densidade média de radiacdo ao longo da dire¢do y na linha central (z = 0.5) para
espalhamento representado pela fungdo de fase de Henyey-Greenstein (¢ = 0.5) com diferentes
ordens de quadratura LQy. FE = Método ADO-Nodal com Formulacao Exata; DF = Método de
Diferencas Finitas (Fonte: Elaborado pelos autores).

Observamos que, nos pontos interiores do dominio, os resultados da densidade média de radiagao
apresentaram concordancia satisfatoria, em geral de um a dois digitos.

4 Consideracgoes Finais

Ressaltamos a potencialidade da nova formulagao teodrica desenvolvida, que propoe a solugao
do problema de autovalores utilizando a funcao de fase expressa em sua forma exata, diminuindo
substancialmente o niumero de passos no algoritmo, reduzindo o tempo computacional e tornando
a formulacdo mais genérica. Destacamos ainda que, apesar da formulagio ADO-Nodal produzir
resultados com satisfatéria precisao em malhas grossas, como ja verificado em outros problemas,
testes em malhas mais refinadas devem ser investigados, como em [16].

Evidenciamos a validade da nova formulagdo uma vez que os resultados obtidos, ao serem
comparados com outros métodos numéricos, concordam em cerca de dois digitos significativos. E,
cabe destacar a relevancia da formulagao proposta, uma vez que a mesma pode ser aplicada em
outras areas da Teoria de Transporte por utilizar um problema de autovalor mais genérico.
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