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Resumo. Técnicas de regularizagdo sdo ferramentas importantes para a solugdo numeérica de
problemas mal-postos (no sentido de Hadamard). O presente trabalho apresenta um método para
a selecao do parametro de regularizagao através da minimizacao de um estimador nao tendencioso
para o erro preditivo do regularizador. A técnica proposta generaliza métodos existentes através
da possibilidade da utilizagdo de preditores mais gerais baseados em divergéncias de Bregman. O
método é aplicdvel a uma ampla gama de técnicas de regularizagdo lineares ou nao-lineares e a
diversos modelos estocésticos para o ruido.
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1 Introducao

Muitos problemas cientificos ou de engenharia podem ser formulados como um sistema aproxi-
mado de equagoes nao-lineares da forma

A(x) ~ b, (1)

onde x € R™ é o vetor de incognitas, A : R™ — R™ ¢é a fungdo do sistema que surge do modelo
matematico para o problema em maos e b € R™ é o vetor de dados observados, que contém ruido,
ou seja, é expresso por

b=A(z") +e, (2)

onde * € R™ ¢ a solucdo exata e € um vetor desconhecido de varidveis aleatorias. A metodologia
proposta a seguir pode ser aplicada a diversos modelos de ruido, incluindo poissoniano, gaussiano,
a soma de poissoniano e gaussiano, com distribuicao dada pela familia exponencial, dentre outros.
Aplicagoes incluem reconstrugdo tomografica de imagens [10, 12, 16] e redugado de ruido e de
borragem de imagens [4, 17].

Problemas inversos mal-condicionados aparecem com grande frequéncia em aplicagoes e, por-
tanto, diversos métodos foram desenvolvidos para obter resultados razoaveis a partir de dados
contaminados por ruido nestas situacoes. Tais técnicas sao conhecidas como métodos de regu-
larizacao e sempre exigem a escolha de um parametro de regularizagao por parte do usuério.
O presente trabalho apresenta técnicas aplicaveis ao problema de selecionar o pardmetro de regu-
larizagao para abordagens nao-lineares para regularizacao.
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2 Risco de Bregman

Muitas técnicas de selecao de pardmetro de regularizagao sao baseadas em Estimadores Predi-
tivos Nao-tendenciosos de Risco (UPRESs, da sigla em inglés) ou em Estimadores Nao-tendenciosos
de Risco (UREs, da sigla em inglés), ou seja, estimadores computaveis ndo-tendenciosos para

E|A(z") — A()|; ou Ela” — |3, (3)

onde E := [E; é a esperanca probabilistica sobre a variavel aleatoria b, da qual depende x”7. Aqui
consideramos que

x” = B,(b), (4)
onde B, : R™ — R" é um funcional definido implicitamente pelo método de regularizagcao.

Como as quantidades nas esperancas em (3) ndo sdo diretamente computaveis, o Lema de
Stein [11, 21] é a ferramenta que permite a obtengdo de estimadores tteis para estas quantidades,
inicialmente para o caso gaussiano, mas que posteriormente foi generalizada para diversos outros
modelos de erro [1, 7, 9, 13-15].

A norma ao quadrado da diferenca entre dois vetores ¢ uma medida comum de discrepéancia
que pode ser generalizada através das divergéncias de Bregman D¢ (x,y), definidas como se
segue, para f : R™ — R estritamente convexa:

Dy(z,y) = f(x) — fy) — VI(y) (z—y), (5)

onde x € R" e y € R™. O objetivo do presente trabalho é estender os UPREs para divergéncias
de Bregman gerais. Tal objetivo pode ser atingido como se segue.

3 Estimadores Nao-tendenciosos de Risco de Bregman

Utilizaremos estimadores nao-tendenciosos para quantidades da forma
E [h(b)"8] (6)

onde h : R™ — R™ e E[b] = 3. Para tanto, é necessério o conhecimento das leis probabilisticas que
regem b. Por exemplo, a aplicagio repetida do Lema de Stein [21, Lemma 2| resulta no seguinte,
onde b ~ N (3, 0%l) denota um vetor b de varidveis aleatérias independentes tal que cada uma de
suas componentes b; possui distribuicio normal com média f3; e variancia o2 e I denota a matriz
identidade com dimensoes apropriadas ao contexto:

Lema 1. Sejam B € R™ e b ~ N(B,0°1) e considere h : R™ — R™ tal que h € fracamente

diferencidvel e, para i € {1,2,...,m}, E gﬁ; (b)’ < 0o. Entao
T 2 [ X Ol

& [h(b)" (b~ B)] = "% |3 2(v)| (7)
i=1 "

Agora podemos aplicar este resultado ao caso nao-linear (2) e (4) com a divergéncia de Bregman
Dy esperada como medida de risco. Primeiro reescrevemos:

Dy(A(z*), A(z"))
= f(A(z")) - f(A(z")) — V/(A@")" (A(z") — A(a"))
= f(A(@") - f(A@") - V(A=) (b- A(z")
+ V(A7)
= f(A(z*)) — f(b) + Dy (b, A(z")) + Vf(A(z")

~—

)
)T
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Entao podemos provar o seguinte:

Proposigao 1. Suponha que b ~ N(A(a:*), 0'2]1) esejam f:R* - R, A:R"—R", B, :R™ —
R, * € R" dados. Defina " := B, (b) e denote

g, =VfoAoB,. 9)

Suponha que f, A e B, sao tais que g., como definido em (9) € fracamente diferencidvel, Ef(b) <
00, EDy (b, A(x")) < 0o e que parai € {1,2,...,m}, Ey,

%(b)‘ < 00. Entao temos:

EDs(A(z*), A(z")) = K + EDf(b, A(z")) 4 0°E l giﬁ (b)] : (10)

onde K é uma constante independente de .
Demonstragao. Seja K := f(A(:B*)) —Ef(b), entdo ao calcularmos esperancas em ambos os lados
de (8) obtemos
EDf(A(a"), A(a")) = K +ED; (b, A(x")) + E[V(A@)" (b A(z"))]
= K +EDy (b, A(z")) +E [g,(b)" (b— A(z"))] .
Usando o Lema 1 para substituir o tltimo termo do lado direito obtemos o resultado desejado. [

A proposigdo acima mostra que do ponto de vista da obtencdo de um estimador para o risco
médio de métodos nao-lineares de regularizacao, aplicar o lema de Stein a uma fungao de Bregman
geral ndo é mais dificil do que aplicé-lo ao risco médio do erro quadratico. Além do mais, parecem
existir motivos convincentes para utilizar outras medidas de divergéncia [6]. De fato, uma vari-
edade de divergéncias de Bregman vem sendo utilizada com sucesso em diversas aplicagoes, tais
como anéalise de componentes principais [5]; estimagdo de densidade on-line [2]; aprendizado de
méaquina [3, 20] e processamento de fala [8].

Examinemos agora o caso de Poisson. Suponhamos que b possui distribuigao de Poisson com
média 5. Denotamos isso por b ~ P(f). Além do mais, se b é um vetor de variaveis aleatorias
independentes tais que b; ~ P(/3;), simplificamos a notagéo por b ~ P(3). Agora, sejam b ~ P()
e h: R — R tal que Ey[h(b)] < 0o, entdo temos [18]:

Ey[Bh(b)] = Ey[bh(b — 1)]. (11)
Esta equagao pode ser utilizada para provar o seguinte resultado [14, Propriedade 2]:

Lema 2. Seja B € RY, b ~ P(B) e considere h : R™ — R™ tal que para i € {1,2,...,m},
Ey, [hi(b)] < 0o e E [h(b)Tb] < co. Entdo

E [h(5)" (b B)] = E [b" (h(b) - (1)) (12)
com h[é], para & € R, com componentes dadas por
B (B) 1= hi(b + g€), (13)

onde €' denota a i-ésima coluna da matriz identidade m X m.

Agora, utilizando o Lema 2 ao invés do Lema 1, obtemos o resultado a seguir, a prova do qual
omitimos por causa de sua similaridade com a prova da Proposigao 1.
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Proposigao 2. Suponha que b ~ P(A(ac*)) e sejam f, A, *, 7 e g., tais como na Proposigao 1.
Assuma que g[fl] siga a notagdo de (13). Assuma também que f, A e B, sejam tais que Ef(b) <
00, EDy (b, A(x")) < oo, E [g,(b)"b] < 0o e que para i € {1,2,...,m}, By, [g:(b)] < co. Entao
temos

ED;(A(z*), A(x")) = K + ED; (b, A(x")) + E [bT (9.,(b) — g[{”(b))] : (14)

onde K é uma constante independente de .

Neste ponto, o padrao deve ter se tornado evidente para o leitor. A ideia é que, dado um
estimador nao-tendencioso, computéavel através dos dados, para

E|V/(A@")" (b- A=), (15)

é possivel obter de forma simples, a menos de uma constante, um estimador para o valor de
ED;(A(x*), A(z")) levando (8) em consideragao. Existem estimadores praticos para quantidades
como (15) para uma variedade de modelos de ruido estocastico. Por exemplo, podemos mencionar
os artigos [14, 15] para o caso da soma de ruido gaussiano com poissoniano; [7] para o caso da
familia exponencial (que inclui as distribuigoes gaussiana, de Poisson, binomial, gama e gaussiana
inversa) e [9, 13] para distribuigdes elipticas.

De posse de um estimador cuja esperanca seja igual, a menos de uma constante, de um UPRE
generalizado para divergéncias de Bregman, uma regra pratica de selecao de parametro de regula-
rizagao é obtida pela minimizagao deste estimador. Ha questoes pendentes relacionadas ao calculo
das quantidades ", ggz (b) e b (g,(b) — g[v_l](b)), mas existem formas préticas baseadas em
ideias estocasticas para aproximar este valor com precisao suficiente.

Uma ideia apresentada em [15, 19] é utilizar a seguinte igualdade:

E. leig)l %wT diag(2)(g, (b+ ew) — g, (b)) | = ZTagy(b)a (16)

onde z € R™, w € R™ é tal que Eyw =0 e E,ww? =1, e dg., ¢ definido por componentes como

dgi
o = %9 1
Portanto, se o modelo de ruido é gaussiano, podemos definir o seguinte estimador
2
G-UPBRE/(7) := Dy (b, A(2")) + " (g, (b + ew) — g, (b)), (18)

onde UPBRE ¢ a a sigla em inglés para para Estimador Nao-tendencioso de Risco Preditivo de
Bregman. Logo, gracas a (10) e (16), temos

Ep.w |lim G-UPBRE/!(y)| = ED;(A(z"), A(z")) — K, (19)
onde K nao depende de 7.

De forma semelhante, se assumirmos um modelo de Poisson, podemos proceder como a seguir.
Com w como anteriormente, definamos entao

1
P-UPBRE! (y) := Dy (b, A(2")) + Z“’T diag(b)(g., (b + ew) — g, (b)). (20)
Portanto, aplicacao de (16) leva a

E. hng-UPBRE{(w = Dy (b, A(z")) + b" dg.(b). (21)
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Além disso, notemos que uma aproximagao de Taylor de primeira ordem leva a
E [bT (g, (b) — gl (b))} ~E [bTagy(b)] . (22)

Finalmente, calculando a esperanga com relagdo a b em ambos os lados de (21), levando (22) em
consideragao e entao utilizando (14), obtemos:

Ep.e [9{8 P-UPBRE/ (7)} ~ED;(A(z"), A(z")) — K, (23)

que é um resultado aproximado, diferentemente de (19). O erro na aproximagio deve ser relativa-
mente pequeno, uma vez que, para variaveis aleatorias de Poisson em aplicagoes de imageamento,
perturbagoes de tamanho 1 sao provavelmente pequenas em comparagao com o valor das varidveis
sendo perturbadas. De fato, experimentagdo numérica mostra que a aproximagao (22) é precisa o
suficiente para aplicagbes praticas [15].

4 Consideracgoes Finais

O presente trabalho demonstrou que, do ponto de vista tedrico, ndo é dificil generalizar a ideia
de escolher o pardmetro de regularizagao através da minimizagao do erro preditivo quadratico pela
escolha de tal pardmetro via minimizacao do erro preditivo de Bregman. Experimentacao numérica
por nos realizada mostrou que, de fato, utilizar

arg min G-UPBRE/ (y) ou arg min P-UPBRE/(v) (24)
vERY YERY
com f distinta da que resulta em D¢(x,y) = ||z — y||3 pode ser vantajoso em aplicagdes de recons-

trucao de imagens tomogréaficas. Tais experimentos nao foram apresentados por serem inconclusivos
e porque nossa intencao foi destacar a teoria atualmente desenvolvida.

Além de realizar experimentac¢io numérica mais conclusiva, outro objetivo de pesquisa futura
é estudar, tedrica e experimentalmente, a ocorréncia de fenémenos de concentragao da medida na
aplicacao dos métodos propostos em problemas de grande porte.
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