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Resumo. Em experimentos industriais, controlar a variabilidade é de suma importancia para
garantir a qualidade dos produtos. Modelos de regressao cléssicos sdo amplamente utilizados na
industria para experimentos com mistura; porém, quando a suposi¢ao de varidncia constante nao é
satisfeita, a construgdo de procedimentos que permitam minimizar a variabilidade torna-se necessa-
ria e outros métodos de modelagem estatistica devem ser considerados. A abordagem considerada
neste artigo utiliza a classe dos modelos lineares generalizados. Esta classe é bem geral e bastante
flexivel, generalizando algumas das mais importantes distribui¢bes de probabilidade e possibilita
modelar a variabilidade através da modelagem conjunta da média e da dispersao (MCMD). O ob-
jetivo deste artigo é mostrar como a MCMD pode ser utilizada para modelar a média e a variancia
em experimentos de mistura para os quais a distribuicao da variavel resposta nao possui dispersao
constante. Para obtengao dos modelos da média e da dispersao, sera utilizada uma funcao no R
que permite realizar o processo de estimagdo e selecdo de varidveis na MCMD. Uma aplicacdo a
um problema de mistura com variaveis de processo(ruido), proveniente da industria de alimentos,
sera utilizada como ilustragao. KEspera-se que este trabalho possa contribuir para a utilizagdo da
MCMD na modelagem de experimentos envolvendo misturas.

Palavras-chave. Experimentos com misturas, modelos lineares generalizados, modelagem conjunta
da média e dispersao, selecao de modelos, planejamento robusto.

1 Introducao

Em problemas envolvendo misturas, as respostas a serem observadas e medidas estdao funcio-
nalmente relacionadas as proporgoes dos seus componentes, podendo também existir relacao com
outros fatores externos & mistura. Modelos de regressao, geralmente com respostas Gaussianas
(Normais), sdo comumente usados para experimentos com misturas.

Um dos grandes desafios da industria é controlar a variabilidade dos produtos e, desta forma,
obter produtos mais robustos, evitando retrabalho, diminuindo desperdicios e custos de produgao
excessivos. A variabilidade em experimentos com mistura pode acontecer devido & natureza esto-
céstica do processo produtivo e também como consequéncia da ocorréncia de fatores de ruido, os
quais sao fatores externos que nao podem ser controlados pelo experimentador. Portanto, modelar
e controlar a variabilidade é de suma importancia.

Os modelos de regressao classicos, geralmente usados em experimentos de mistura, assumem
as suposicoes de normalidade dos erros, varidncia constante e linearidade dos efeitos sistematicos.
No entanto, podem surgir situagoes em que tais suposicoes nao possam ser totalmente satisfeitas.
De acordo com Nelder e Lee [9], para muitos conjuntos de dados as suposigdes subjacentes aos
modelos lineares classicos sdo insatisfatorias e as transformacoes da variavel resposta ndo podem

Ledmilson.pinto@ufu.br
2]eandro.ap@ufu.br

DOI: 10.5540/03.2023.010.01.0066 010066-1 © 2023 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2023.010.01.0066

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 10, n. 1, 2023.

necessariamente satisfazer todas as suposicoes necessérias aos modelos de regressao classicos, es-
pecialmente normalidade. Por outro lado, os modelos lineares generalizados permitem a analise de
dados para os quais as suposi¢oes do modelo de regressao classico nao sao satisfeitas e fornecem
uma estrutura geral para modelagem da variadncia por meio da modelagem conjunta de média e
dispersao (MCMD), veja Nelder e Lee [9] e Pinto e Ponce de Leon [12] para maiores detalhes.

Em experimentos de mistura, a modelagem da varidncia é considerada apenas em situacgoes
onde existem varidveis de ruido. Variaveis de ruido sao variaveis de processo que nao podem ser
controladas, como umidade ou temperatura. Varidveis de processo sao fatores em um experimento
que nao formam nenhuma parte da mistura, mas cujos niveis, quando alterados, podem afetar os
resultados finais da mistura, veja Cornell [2] para mais detalhes.

A modelagem estatistica da varidncia em experimentos de mistura com variadveis de ruido
foi considerada por Steiner e Hamada [19], que propuseram um modelo combinado de mistura
com varidveis de processo e ruido, construiram e resolveram, um problema de otimizagao para
minimizar uma funcao de perda quadratica, levando em consideragdo ambos os modelos da média
e da variancia da resposta. Qutra abordagem para modelar a varidncia em experimentos de mistura
com variaveis de ruido é devida a Goldfarb, Borror e Montgomery [3] usando o método delta, que
emprega uma aproximagao de série de Taylor de primeira ordem do modelo de regressao em um
vetor de variaveis de ruido. Para maiores detalhes e mais referéncias sobre o método delta, veja
Pinto [13]. Uma aplicacdo do método delta para modelar a variabilidade em experimentos de
mistura com variaveis de ruido em engenharia de alimentos também é apresentada por [4]. No
entanto, em todas as abordagens apresentadas para modelagem da varidncia, foram assumidas as
suposicoes de normalidade dos erros e pardmetro de dispersao constante, ou seja, o modelo da
meédia foi considerado normal homocedastico e a modelagem da varidncia se deu apenas em fung¢ao
das varidveis de ruido, presentes no modelo.

A abordagem que consideramos neste artigo é bastante geral porque, ao considerar a classe
de modelos lineares generalizados, distribuicoes diferentes da distribui¢ao normal podem ser con-
sideradas e, além disso, considerando um modelo para a dispersao, o processo de modelagem da
variabilidade permite modelar a varidncia nao apenas em situacoes onde existem variaveis de ruido.

O objetivo deste artigo é mostrar como a modelagem conjunta de média e dispersdo pode ser
aplicada para obter os modelos da média e da varidncia em experimentos de mistura, quando a
dispersao da distribuigao da variavel resposta nao é constante. Uma funcao no software R (R Core
Team [16]), que realiza o processo de estimacao de parametros e sele¢ao de variaveis na MCMD é
apresentada e sera utilizada para obter os modelos conjuntos da média e da dispersao.

O artigo esta estruturado da seguinte forma. Na Se¢ao 2, apresentamos brevemente os conceitos
bésicos sobre experimentos com misturas. Na Secao 3, sao apresentadas as principais ideias da
MCMD. Uma aplicacao a um problema da industria de alimentos é dada na Secao 4 e consideragoes
finais sdo dadas na Secao 5.

2 Experimentos com misturas

Um experimento de mistura envolve proporgoes de ingredientes de dois ou mais componentes
para fazer diferentes composi¢oes de um produto final. Em experimentos envolvendo misturas, o
objetivo principal é determinar as proporgoes dos componentes da mistura que levam a resultados
desejaveis da variavel resposta com relagao a alguma propriedade de interesse. As propor¢oes dos
componentes de mistura z; estao sujeitas as seguintes restricoes 0 < z; < 1, ¢ = 1,2,...,a, e
Z?Zl z; = 1, onde a é o numero de componentes envolvidos no experimento de mistura. Conse-
quentemente, o espago de planejamento ou regido experimental é um simplex (a — 1)-dimensional.
(veja Boyd e Vandenberghe [1] para um tratamento mais abrangente).

Quando existem outras condi¢oes nas proporgoes das variaveis de mistura, a regiao experimental

DOI: 10.5540/03.2023.010.01.0066 010066-2 © 2023 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2023.010.01.0066

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 10, n. 1, 2023.

é parte de um simplex n-dimensional, ou seja, L; < x; < U; parai =1,2,...,a—1, com a proporgao
z, tomando o valor que compoe o resultado final da mistura. L; e U; sao, respectivamente, os
limites inferior e superior do ingrendiente x; da mistura.

Considere o modelo linear y = X3 + €, onde y* = (y1,...y,) € um vetor resposta, X ¢ uma
matriz de planejamento de ordem n X p e posto p < n, B é um vetor de parametros desconhecidos,
e € = (€1,...€,) € um vetor de erros aleatérios com média zero e matriz de variancia-covariancia
o%I, onde 02 = Var(e;) parai = 1,...,n e I é a matriz identidade. O valor da resposta em
algum ponto &' = (x1,...,7,) na regiao de interesse X é dado por y(x) = ((x,3) + ¢, onde
((x,B) = f'(x)B ¢ um modelo polinomial de determinado grau nas variaveis de controle 1, . . ., 4.
O vetor f(x) é avaliado no ponto x e representa a linha da matriz X. Os modelos comumente
usados em experimentos com mistura sao os chamados modelos de Scheffé. Para maiores detalhes,
veja Scheffé [17] ou Cornell [2].

Em experimentos com mistura, variaveis de processo aparecem frequentemente. Problemas de
experimentos de mistura com variaveis de processo surgem quando no experimento de mistura a
caracteristica de interesse é funcao das proporgoes dos ingredientes e de outros fatores que nao
constituem parte alguma da mistura, como temperatura ou tempo, por exemplo. Esses fatores,
que dependem das condi¢Ges do processo, sao chamados de variaveis de processo. Desta forma,
a variavel resposta depende nao apenas da proporgao dos componentes da mistura, mas também
das variaveis de processo. Assim, se em adi¢io aos a componentes de mistura &t = (xq,...,7,)
existirem r varidveis de processo z! = (z1,...,2.), podemos considerar modelos aditivos como
n(x, z,3,v) = {(x, 3)+9(z,v) oumodelos completos de produtos cruzados do tipo n(x, z, 3,7) =
((x,B)d(z,7) ou combinagdes desses modelos como 7n(zx, z,8,7v) = ((x,8) + v(x, z,8,7), onde
¥(z,7) representa o modelo para as variaveis de processo e v(x, z,3,y) compreende produto de
termos em ((x,3) e ¥(z,v). Quando algumas variaveis de processo sdo incontrolaveis ou dificeis
de serem controladas, elas devem ser tratadas como varidveis de ruido. Varidveis de ruido sao
consideradas varidveis aleatorias com uma distribuicao de probabilidade supostamente conhecida.
Uma apresentacao abrangente de varios aspectos da modelagem estatistica e planejamento expe-
rimental envolvendo experimentos de mistura é fornecida por Cornell [2]. O livro de Smith [18§]
também é uma excelente referéncia.

3 Modelagem conjunta da média e da dispersao

De acordo com Nelder e Lee [9], a modelagem conjunta da média e dispersdo consiste em
encontrar modelos conjuntos para a média e para a dispersao em um MLG. Na abordagem con-
siderada por eles, usando a quase-verossimilhanca estendida, dois modelos lineares generalizados
interligados sao necessarios, um para a média e outro para a dispersao.

Sejam Y7,...,Y,, n varidveis aleatorias independentes com a mesma distribui¢ao de proba-
bilidade, representando as variaveis respostas dependentes, cujos valores observados sao dados
por yi,...,Ys. Para a i-ésima resposta Y; é assumido somente serem conhecidos E(Y;) = u; e

Var(Y;) = ¢;V (1), onde ¢; é o pardmetro de dispersao e V(.) é a fungao de varidncia nos MLGs.
Uma vez que a modelagem conjunta da média e dispersao é baseada na quase-verossimilhancga
estendida, o conhecimento completo da distribuicao de probabilidade da varidvel de resposta nao
é necessario.

Os modelos da média e da dispersdo sdo construidos da seguinte maneira. Suponha que t' =
(t1,...,ts) e ut = (u1,...,u,) sejam os vetores das variaveis independentes que afetam os modelos
da média e da dispersao, respectivamente. As variaveis independentes para o modelo da dispersao
sao comumente, mas nao necessariamente, um subconjunto das variaveis independentes para o
modelo média. No caso de experimentos com misturas, os vetores t e u podem conter componentes
de misturas, varidveis de processo ou ambos.
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Seja ¢ a funcao de ligagao para o modelo da média, isto é, para a i-ésima resposta, 7; =
o(pi) = f'(t:)B com f't;) = (fi(ts),..., fp(t:)) onde f;(t;), for j = 1,...,p, é uma fungdo
conhecida de t; e 3 é um vetor p x 1 de parametros desconhecidos. Para o modelo da dispersao
é utilizado como variavel resposta o componente do desvio, que, para cada observagao y;, € dado
por d; =2 fy’ yl*ldl veja McCullagh e Nelder [7], p. 360.

De acordo com Lee e Nelder [6], para o modelo da dispersao é assumido uma distribuigdo Gama
com uma funcao de ligacdo logaritmica, ou seja, para a i-ésima resposta, ¢; = log(¢;) = g'(u;)7,

com g*(u;) = (g1(w;), ..., gq(w;)), onde g;(u;), para j = 1,...,q, é uma fun¢do conhecida de u;
e v ¢ um vetor ¢ x 1 de parametros desconhecidos. Também definimos T = [f(t1), ..., f(t,)]
matriz experimental n x p para o modelo da média e U = [g(u,), ..., g(u,)]" a matriz experimental

n x ¢ para o modelo da dispersao. Veja Pinto e Ponce de Leon [12].

A metodologia para a MCMD tem por base a fungdo de quase verossimilhanga estendida pro-
posta por Nelder e Pregibon [10]. O método de estimagao para obtengdo dos parametros foi
melhorado por Lee e Nelder [6] com a introdu¢do da quase verossimilhanga estendida ajustada.
O processo de selegdo de variaveis proposto por Pinto e Pereira [15] permitiu uma melhor utili-
zagao da MCMD, possibilitando encontrar de forma eficiente os termos no modelo da média e da
dispersao.

O processo de selecao de varidveis na MCMD para experimentos de mistura foi proposto por
Pinto e Pereira [14] e constitui uma extensao do procedimento proposto por por Pinto e Pereira
[15] para o caso de experimentos com misturas. O procedimento de selegdo de variaveis proposto
por Pinto e Pereira [15] é baseado em testes de hipoteses e na qualidade do ajuste do modelo. Para
verificagao da qualidade do ajuste do modelo foram considerados os seguintes critérios: R2 e Rd,
propostos por Pinto e Pereira [15] para a MCMD; o critério de informacao de Akaike estendido
(EAIC), proposto por Wang e Zhang [21] e o critério de Akaike corrigido (AIC.), veja Hurvich
e Tsai [5]. Desta forma, um critério de verificagdo da qualidade do ajuste é utilizado, em cada
iteragao do processo de selecdo, como um filtro para a escolha dos termos que serao avaliados por
um teste de hipotese. A estratégia de selegao consiste em um esquema de trés etapas em que
o modelo da dispersao selecionado é utilizado para selecionar o melhor modelo da média e vice-
versa. O esquema de selegao utiliza um procedimento recursivo que sé é finalizado quando o valor
do critério, considerado como medida de sele¢ao para o modelo da média, deixa de melhorar.

O procedimento de estimacao e selecao de variaveis pode ser obtido usando a fungao stepjglm do
R, criada por Pereira e Pinto [11]. A funcao é bastante simples de usar, necessitando que o usuério
defina, nessa ordem, o modelo inicial para a média; o nivel de significancia utilizado para testar a
inclusao de termos no modelo da média; o nivel de significAncia para testar a inclusao de termos no
modelo da dispersao; o conjunto de dados; a familia do modelo linear generalizado para o modelo
da média (no caso do modelo da dispersao é assumido distribuigdo Gama com fungao de ligagao
logaritmica); a medida de qualidade do ajuste para o modelo da média, podendo ser utilizado an
ou FAIC; a medida de qualidade de ajuste para o modelo da dispersao, podendo ser utilizado Ri
ou AIC, e os efeitos principais das varidveis de mistura. Também é possivel verificar os resultados
das iteracoes passo a passo. O exemplo a seguir mostra a aplicagao da MCMD, utilizando a fungao
stepjglm, a um experimento de mistura com varidveis de ruido.

4 Exemplo

Nesta se¢ao, a MCMD, utilzando a fungao stepjglm, sera aplicada a um problema da industria
de alimentos. O problema consistiu de um experimento com trés ingredientes de mistura e duas
variaveis de ruido; e teve como objetivo investigar e avaliar a qualidade da farinha final, composta
por diferentes misturas de farinha de trigo, para produgao de paes. Os ingredientes de mistura
consistiram de trés tipos de farinha de trigo: duas noruegueses, Tjalve (x1) e Folke (z2) e uma
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americana, Hard Red Spring (x3), que foram consideradas como varidveis de mistura, e dois tipos
de variaveis de processo: tempo de mistura (z1) e tempo de descanso da massa (z2), consideradas
como variaveis de ruido. A variavel resposta foi considerada como o volume do péo apoés assado,
com valor-alvo de 530 ml. As restrigoes nos ingredientes de mistura foram 0,25 < z; < 1,0;
0<22<0,75e 0 < x3 <0,75. Para as variaveis de ruido, foram consideradas trés situagoes para
o tempo de mistura: 5, 15 e 25 minutos e trés situagoes para o tempo de descanso da massa: 35,
47,5 e 60 minutos.

Um desenho fatorial completo 32 foi usado para as variaveis de ruido e as 10 corridas ex-
perimentais, correspondente a um planejamento em rede simplex (simplex lattice design), foram
replicadas em cada uma das nove combinagoes dos tempos de mistura (tempo em que os ingredien-
tes sdo misturados) e de descanso (tempo de fermentacdo da massa), de modo que o planejamento
completo envolveu n = 90 corridas experimentais. As variaveis de ruido foram codificadas como
z1 = (tempo de mistura —15)/10 e z3 = (tempo de descanso —47.5)/12.5, fornecendo as seguintes
codificagoes: —1, 0, 1, de acordo com seus valores minimo, médio e maximo. Para maiores detalhes
sobre o experimento, veja [8].

Para a aplicac@o do processo de estimacdo e selegdo de variaveis, consideramos V(u) = 1 e
funcao de ligacao identidade para o modelo da média. Para o modelo de dispersao consideramos
a distribuicao Gama com funcao de ligacao logaritmica. Os termos considerados em ambos os
modelos da média e da dispersao consistiram dos termos do modelo ctibico nos componentes de
mistura cruzado com o modelo quadratico nas variaveis de ruido. (Veja Pinto e Pereira [14]).

A medida de selegdo da qualidade do ajuste, considerada para o modelo da média, foi o an
com medida de penalizacao A\, = 1/n e para o modelo da dispersao a medida de sele¢ao foi o AIC,.
Para maiores detalhes, veja Pinto e Pereira [14]. Desta forma, a fungdo stepjglm teve os seguintes
argumentos:
objeto = stepjglm(modelo,0.1,0.1, Dados, gaussian, sqrt(90), “AIC” | “—1 + z1 + 22 4+ 23”),
onde modelo = as.formula(y ~ x1 : 22+ 21 : 23+ 22 : 23+ 21 : 22 : (21 —22) + 2zl : 23 :
(2l —23)++al:z14+22:21+23: 2142l :22: 2142l 123 : 2142l :22: (2l —a2): 21+l :
x3:(xl—a3) izl +al:22+4+22: 224+ 23: 22421 :22: 22421 :23: 22421 :22: (21 —22):
22421 :23: (xl —x3) : 22).

O resultado da funcao stepjglm foi o seguinte: E(Y|Z1, Z3) = 488,961x1+432, 21294574, 12423+
174, 216212371+ (56,621x1 + 35,904x0 + 79, 14623) Zs € log(¢p) = 6,9984x; + 5,94xs + 7,325x3 —
7,9662z2x3. Desta forma, considerando Z; e Z, variaveis aleatorias independentes com E(Z;) = u;
e Var(Z;) = al»27 para ¢ = 1,2, o modelo da média, incondicional as variaveis de ruido, é obtido
como E(Y) = E[E(Y|Z1,Z,)], e dado por

E(Y) = 488,961 +432, 2125+ 574, 1245+ 174, 2162123001 + (56, 62121 +35, 90420+ 79, 14623) 112

O modelo da variancia, incondicional as variaveis de ruido, é obtido como Var(Y) = E[Var(Y|Zy,
Z9)| + Var[E(Y|Z1, Z3)]. Assim, como Var(Y|Z1,Z3) = ¢V (1) e como supomos que V() =1 e
conhecemos o modelo para log(¢), temos que Var(Y|Z1, Zs) = exp{6,9984x1 +5, 94w+ 7, 32523 —
7,9662x273}. Desta forma, como Var[E(Y|Z1, Zs)] = (174,2162173)%0% + (56, 62121 + 35, 9042 +
79, 14623)%03 e E[Var(Y|Z1, Zs)] = exp{6,9984x1 +5, 94w, + 7, 32523 — 7, 96627273} obtemos que

Var(Y) = exp{6,9984z1 + 5,94z, + 7,32523 — 7,9662z0m3}+ (174, 216z73)%02+ (56,6212, +
35,9045 + 79, 14623)203.

Seguindo as ideias de Taguchi para a melhoria da qualidade, veja Taguchi [20], apos encontrar-
mos as equagoes para E(Y) e Var(Y), podemos considerar o problema de minimizar a varidncia
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sujeito as seguintes condigoes: i) média para a variavel resposta (valor alvo) igual a 530 ml (volume
do pao apos assado); ii) condigao de mistura e iii) restrigdes nas variaveis de mistura. Além disso,
como o problema de otimizagao também envolve a média e a varidncia das varidveis de ruido, alguns
cenérios ou prioris envolvendo esses parametros deverao ser considerados, para maiores detalhes
veja [4].

5 Consideracoes finais

A aplicagdo da MCMD em problemas com misturas é um resultado novo, embora a teoria da
MCMD ja exista ha algum tempo, nao existe aplicagao alguma em problemas envolvendo misturas.
O procedimento proposto, utilizando a funcao stepjglm, é bastante inovador, pois além de fornecer
como resultado final os modelos 6timos para a média e para dispersao, permite verificar também
se o modelo considerado para a variavel resposta tem dispersao constante ou nao.

A utilizacao da quase-verossimilhanga estendida na MCMD, permite que os modelos, bem como
os desenhos experimentais 6timos, sejam obtidos sem o conhecimento completo da verossimilhanga,
necessitando somente do conhecimento da relacio entre a média e a varidncia da resposta. Além
disso, a MCMD permite que a dispersao seja modelada de forma muito eficaz em problemas de
planejamento robusto, mesmo sem replicacao, e o modelo da varidncia pode ser obtido de uma
forma simples a partir do modelo de dispersdo. Para um entendimento detalhado da modelagem
da variabilidade em experimentos com misturas, incluindo planejamento 6timo de experimentos,
veja Pinto [13].

Os resultados apresentados neste artigo através da aplicagao da MCMD em experimentos com
misturas sao bastante animadores, indicando que a teoria promete ser de grande utilidade na
modelagem e na conducao de experimentos industriais envolvendo misturas. Contudo, ainda existe
pouco entrosamento entre os pesquisadores académicos e os profissionais da industria. Acreditamos
que a fungao stepjglm, desenvolvida por Pereira e Pinto [11], podera contribuir para que a teoria
desenvolvida por Pinto e Pereira [15] e Pinto e Pereira [14], ndo fique restrita somente ao meio
académico e se torne parte importante do planejamento industrial.
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