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Resumo. A modelagem matematica de doengas infecciosas na epidemiologia é uma ferramenta
fundamental para a anélise e prevencao da propagacao dessas doencas. Nesse sentido, a modelagem
estocéstica tem ganhado destaque, pois ao considerar a incerteza nos parametros ou nas transigoes
entre os estados epidemiolégicos obtém-se uma modelagem mais realista. O modelo compartimental
SIR é amplamente utilizado neste ambito, porém, nao considera a possibilidade de quarentena
de individuos infecciosos, o que pode ser um elemento importante no controle de propagacdo de
doengas. Para superar essa limitagao, considera-se uma versdo do modelo compartimental SIQR,
que incorpora um compartimento extra, denominado quarentenado. Neste trabalho, uma versao
estocastica do modelo SIQR é formulada através de Cadeias de Markov de Tempo Continuo e sdo
analisadas as suas caracteristicas. Além disso, foram realizadas simulagbes numéricas em Python
para analisar o comportamento do modelo proposto em comparagao ao modelo SIQR deterministico.
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1 Introducao

A utilizagao da modelagem matematica na epidemiologia de doengas infecciosas tem como pro-
posito aprimorar as estratégias de prevencgao e controle, visando auxiliar governos e profissionais de
satide na tomada de decisoes mais assertivas. Os modelos mateméticos sao ferramentas essenciais
para avaliar a disseminacgao e o controle de doencgas infecciosas, sendo empregados para comparar,
planejar, implementar e aprimorar programas de deteccao, prevencao e controle. A estimacao da
duragao de uma epidemia e a quantidade de individuos que poderao ser afetados sao objetivos
primordiais na modelagem epidemiologica matematica. Além dos modelos, as simulagoes compu-
tacionais também sao importantes para criar e testar teorias, bem como determinar a sensibilidade
a mudancas nos valores dos parametros. A modelagem epidemiologica tem o potencial de oferecer
previsdes abrangentes e estimar a incerteza associada a essas previsoes [8].

Os modelos para anélise da propagacao de doencas podem ser deterministicos ou estocasticos.
Na modelagem deterministica, os modelos compartimentais sao amplamente utilizados. Nestes mo-
delos, a populagao é dividida em compartimentos que representam os diferentes estados da doenga
de acordo com o modelo utilizado. Por outro lado, a modelagem estocéstica considera a incerteza
nos parametros ou a incerteza nas transicoes entre os estados do sistema e permite determinar a
distribuicao de probabilidade dos resultados possiveis para a evolucao da doenca. Isso possibilita
examinar diferentes cenarios para a dindmica da doenca, levando em conta suas respectivas proba-
bilidades. Dessa forma, uma modelagem mais realista é obtida quando sao considerados fenémenos

Imichelle.lau@ime.uerj.br
2zochil@ime.uerj.br
3diegonicorj@gmail.com

DOI: 10.5540/03.2023.010.01.0069 010069-1 © 2023 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2023.010.01.0069

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 10, n. 1, 2023.

que nao sao bem compreendidos ou que podem ser influenciados por fatores aleatorios. Ao aplicar a
modelagem estocéstica para a descrigao de problemas na biologia, especialmente na epidemiologia,
é possivel estudar comportamentos e obter conclusoes que nao seriam possiveis com a modelagem
deterministica, pois estimam a distribuigdo de probabilidade dos resultados possiveis [1].

O modelo compartimental SIR é uma ferramenta amplamente utilizada para descrever a pro-
pagacdo de doengas infecciosas em uma populagdao. Este modelo divide a populagdo em trés
compartimentos: suscetiveis (S), infecciosos (I) e recuperados (R) [9]. No entanto, o modelo SIR
nao considera a possibilidade de quarentena de individuos infecciosos, o que pode ser importante
para controlar a disseminacao de certas doencgas. Para lidar com essa limitagao, sera considerado
o modelo compartimental SIQR, muito utilizado em modelagem epidemiologica [6, 11], que incor-
pora um compartimento extra, denominado quarentenado (Q). Neste trabalho sera apresentado o
modelo SIQR estocastico e suas caracteristicas, modelado através de Cadeias de Markov de Tempo
Continuo (CTMC) [2], visando fazer uma introdugao a teoria da modelagem estocéstica e analisar
o comportamento desse modelo na descricao da evolugao de epidemias. Modelos epidemiologicos
estocéasticos baseados em Cadeias de Markov sao importantes por incorporar o aspecto de aleatori-
edade, que é crucial para a modelagem precisa de muitos processos, e fornecem uma compreensao
quantitativa de varios fenémenos [4, 10].

O trabalho é organizado da seguinte forma. Na proxima se¢do, apresenta-se brevemente o
modelo SIQR em sua versao deterministica. A seguir, define-se o modelo SIQR CTMC e suas
caracteristicas, com algumas simulagoes de comparacao entre os modelos deterministico e estocés-
tico. Por fim, sao apresentadas as consideracoes finais e possiveis trabalhos futuros, acompanhados
das principais referéncias utilizadas neste trabalho.

2 Modelo SIQR

O modelo compartimental STQR é uma variagdo do modelo compartimental SIR, que incor-
pora um compartimento extra denotado por @), denominado quarentenado. Esse compartimento é
composto pelos individuos infectados que sao identificados com a doenga e sao isolados voluntari-
amente ou coercivamente. Para algumas doencas mais leves, individuos em quarentena podem ser
pessoas que optam por ficar em casa porque estao doentes. Para outras doengas mais graves, as
pessoas em quarentena podem ser aquelas que sao forcadas ao isolamento. Presume-se que esses
individuos em quarentena nao se misturem com outros, de modo que eles nao transmitam a doenga
para individuos suscetiveis [7]. Na Figura 1, observa-se a interagdo de cada compartimento neste
modelo.

taxa de infecgao taxa de detecgao taxa de saida

taxa de recuperagao T

Figura 1: Diagrama do modelo STQR.

Neste modelo, a populagao é considerada constante, nao havendo nascimentos ou mortes. Essa
populagdo é denotada por N, onde N = S(t)+I(t) + Q(t) + R(t). O modelo SIQR, em sua versao
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3
deterministica [3], é descrito pelo sistema de equagoes diferenciais a seguir,
dsS Ié;
— =—=5T
dt N
dI
— = ES’I— (a+n)1,
dt N 1
- (1
— =nl—1Q
dt n )
dR
— = 1.
7 7Q + o

Considera-se que o nimero de individuos nos compartimentos @ e R, no instante inicial (¢ = 0),
é igual a 0, pois ainda nao foram isolados os individuos infectados e nao hé individuos recuperados,
e também que S(0) = N — I(0). No sistema de equagdes (1), S é a taxa de contato ou taxa de
infeccdo, « é a taxa de recuperagao de individuos assintométicos ou que nao se isolaram, 7 é a taxa
de deteccao de novos casos, ou seja, dos que testaram positivo para a doenga e se isolaram e, por
fim, v é a taxa de saida de um individuo em quarentena para a classe de recuperados.

O conceito do numero de reproducao bésico é uma medida utilizada para avaliar o potencial
de transmissao de uma doenca. Denotado por Ry, esse nimero representa a média de casos
secundérios que um individuo infeccioso pode gerar em uma populacdo totalmente suscetivel [5].
Neste modelo, o nimero de reproducao basico pode ser obtido através da razao entre taxa de novos
infectados e a taxa de individuos removidos do compartimento de infectados [3]. Ou seja,

B
Ro_a—kn' (2)

O valor do namero de reprodugao basico é fundamental para determinar se ocorre ou nao uma
epidemia: quando Rg > 1, h& ocorréncia de epidemia; quando Ry < 1, a doenga é facilmente
eliminada da populagao e nao ha epidemia; finalmente, quando Ry = 1, a doenca é considerada
endémica, ou seja, ha um equilibrio endémico.

3 Modelo Estocastico

No modelo SIQR CTMC os compartimentos S, I, Q) e R sao considerados como variaveis aleato-
rias. As probabilidades de transicao sao definidas em termos das taxas do modelo deterministico,
considerando a mudanga que ocorre nos compartimentos S, I e @@ durante um intervalo de tempo
pequeno At como AS = S(t+ At) — S(t), Al =1(t + At) — I(t) e AQ = Q(t + At) — Q(1):

As probabilidades apresentadas na Tabela 1 indicam a variacdo dos suscetiveis, infectados e
quarentenados, levando em consideragao que o sistema evolui por meio da mudanga de compar-
timento para apenas um individuo em um pequeno intervalo de tempo At. Para cada caso de
ocorréncia no sistema, ha uma probabilidade associada. Por esse motivo, nao existem probabili-
dades de transi¢ao entre dois ou mais pares de compartimentos simultaneamente. Por exemplo, se
houver uma variacao decrescente de um individuo no compartimento de suscetiveis, isso resultara
apenas em um aumento de um individuo no compartimento de infectados (individuo suscetivel que
se tornou doente). Ou seja, ndo é possivel ter uma diminuigdo no namero de individuos no com-
partimento de infectados, uma vez que ja ocorreu um aumento neste compartimento considerando
0 mesmo intervalo de tempo.
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Tabela 1: Representacao das probabilidades de transigao utilizadas no modelo SIQR.

(AS, AL AQ) Probabilidade
(-1,1,0) ﬁ () I(t)At + o( At)
(07_170) ( )At+ ( ( ))
(0,-1,1) nl(t)At + o(A(t))
(0,0,—-1) YQ(t)At + o(A(t))
(0,0,0) 1-— %S(t)[(t} +al(t) +nI(t) +~Q(t)| At

Cada tripla (AS, AI,AQ) = (s,i,q) representa uma transi¢gdo entre os estados possiveis do
sistema. O compartimento R nao é necessario para avaliar essas transi¢goes, uma vez que nao ha uma
variagdo decrescente neste compartimento. Portanto, (s,,q) = (—1,1,0) representa a condi¢ao
de um individuo suscetivel ter sido infectado, (s,4,q) = (0,—1,0) ocorre quando um individuo
infectado se recuperou, (s,4,q) = (0,—1,1) caracteriza um individuo infectado que foi isolado, e
(s,1,q) = (0,0,—1) representa a saida de um individuo do isolamento. Por fim, (s,4,q) = (0,0,0)
representa que nao houve alteracao nos compartimentos, ou seja, nenhum individuo foi infectado,
isolado ou recuperado.

Define-se a distribuigao inicial do sistema como (5(0), I(0),Q(0)) = (so, %0, qo), onde sg + g =
N e g9 = 0, pois considera-se que neste instante nao hé individuos quarentenados. Da mesma
forma que no modelo deterministico, considera-se também vazio o compartimento de individuos
recuperados no instante inicial, R(0) = 0 e se cumpre que so > 0 e ig > 0.

Neste modelo, os estados do sistema sao considerados na ordem (S, I, Q), indicando o nimero
de individuos nos compartimentos S, I e () para cada estado, de modo que 0 < S+71+@ < N. Nos
N +1 estados (s,0,0), considerando s = 0,1,2,..., N, ndo ocorrem transi¢oes para qualquer outro
estado do sistema pois nao hé individuos infectados nem quarentenados e, portanto, esses estados
sao fechados. Esses estados s@o denominados absorventes pois nao hé mais transi¢coes possiveis
quando um estado absorvente é alcangado.

No modelo SIQR CTMC trabalhamos com as probabilidades conjuntas dos compartimentos S,
I e Q. O Teorema 3.1 caracteriza o numero de estados associados a esse modelo.

Teorema 3.1. O nimero de estados associados ao modelo SIQR CTMC corresponde ao nimero
de solugoes inteiras e nao negativas da inequacio 0 < S+1+Q < N.

Demonstrag¢ao. Observe que a inequagdo 0 < S+ 714+ Q < N, S >0,1 >0e Q > 0 pode ser
reescrita sob a forma de equagdo S+ I+ Q = N —t, para 0 < ¢t < N. Portanto, o nimero de
solugoes inteiras e nao negativas da inequagao de entrada esta diretamente relacionado ao ntimero
de solugoes inteiras e nao negativas da equagao S +1+Q +t=N,em que 0 <t < N.

O namero de solugoes desta equagao pode ser visto como o total de permutagoes com repetigoes
de N + 3 objetos, sendo N do tipo al e 3 do tipo a2, isto porque com exatos 3 simbolos idénticos
é possivel distribuir as N pessoas dentre o conjunto de suscetiveis, o conjunto de infecciosos e o

conjunto de quarentenados. Portanto, ha um total de ngg = (%Tg’,)' (NJFS)(N;Z)(NH). O

Para executar simulagoes estocasticas em uma CTMC, é necessario ter conhecimento da dis-
tribuigdo para o tempo entre sucessivos eventos, também conhecido como tempo entre eventos [1].
Portanto, é definida uma variavel aleatéria continua e ndo negativa para o tempo entre eventos,
denominada Tgr. Ao realizar a simulagdo numérica de um modelo CTMC, é comum utilizar o
fato de que o tempo entre eventos sucessivos segue uma distribuicao exponencial. Essa escolha
é justificada pela propriedade de Markov, que diz que o tempo entre eventos é independente dos
eventos anteriores e depende apenas do estado atual do processo. A distribuicao exponencial possui
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a propriedade sem memoria, ou memoryless property, o que significa que a probabilidade de que
um evento ocorra em um determinado intervalo de tempo nao depende de quanto tempo ja passou
desde o ultimo evento.

Para calcular o tempo entre eventos no modelo SIQR CTMC, utiliza-se a soma das probabili-
dades do processo mover-se para um estado diferente, correspondente a Equagcao (3),

InU
BS)I()/N + ad(t) +nl(t) +vQ(t)

Tp =— (3)

sendo U uma variavel aleatoéria uniforme no intervalo [0, 1].

Para analisar o comportamento do modelo SIQR CTMC proposto, algumas simulagoes com-
putacionais foram realizadas. Os parametros utilizados para as simulagoes foram apresentados em
uma analise da COVID-19 para um determinado periodo no ano de 2020 [3]. Na Figura (2) séo
apresentadas algumas simulacoes da modelagem estocastica em comparagao & modelagem deter-
ministica. Na Figura 2a, observa-se que o comportamento do modelo SIQR estocastico, ou seja, a
forma como as curvas referentes a cada compartimento evoluem ao decorrer do tempo, é semelhante
ao modelo SIQR deterministico, como esperado. Na Figura 2b, as curvas que representam o modelo
estocastico terminam significativamente antes das curvas do modelo deterministico. Nesse caso, a
simulacao retrata um cenério possivel em que a doenca nao se desenvolve de forma epidémica.
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(b) Cenério no qual nao se desenvolve uma
epidemia.

(a) Cenario no qual ocorre a propagacao
de uma epidemia.

Figura 2: Comparagao dos modelos estocastico (linha cheia) e deterministico (linha tracejada) con-
siderando alguns cenarios possiveis da modelagem estocastica em contraste com um tnico resultado
obtido pela evolucao deterministica, dadas as mesmas condigoes iniciais. Foram considerados os
seguintes pardmetros para as simulagoes: N = 100, 3 = 0.315,7 =0.04 e « = n = 0.03 [3].

4 Consideracgoes Finais

No presente trabalho, apresentamos uma versao estocastica do modelo compartimental SIQR
através do uso de Cadeia de Markov de Tempo Continuo. Foi adotada uma abordagem mais
simples, como uma primeira aproximacao ao tema utilizando o modelo proposto. Dessa forma,
trabalhou-se com estimativas iniciais para os parametros e sem considerar o efeito de medidas de
controle estabelecidas para controlar a propagagao da doenga.

As simulagoes computacionais foram realizadas usando a linguagem Python, permitindo a reu-
sabilidade do codigo. Obtivemos resultados interessantes quando comparados os resultados da
simulagao estocéastica com a deterministica.
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Nos modelos estocésticos epidemiolégicos propostos através de Cadeias de Markov de Tempo
Continuo pode-se inserir uma certa aleatoriedade nas transigoes entre os estados epidemiolégicos
e encontrar a distribuicao de probabilidade dos resultados possiveis para a evolugao da doenga.
Dessa forma, temos acesso a diversos cenarios para a dindmica evolutiva, ponderados por suas
probabilidades. Como trabalho futuro, pretende-se realizar o calculo da distribuigao do tamanho
final da epidemia e da duracao esperada da epidemia. Essas propriedades estao atreladas ao
conhecimento da matriz de transi¢ao do sistema porém, a qual depende da ordenacao dos estados
do modelo. Dessa forma, a ordenacao dos estados do modelo é crucial a fim de encontrar um
padrao para realizar as operagoes futuras.
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