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Resumo. No presente trabalho, é realizada uma releitura de um modelo sobre a teoria das flu-
tuagGes no brilho da Via Lactea, idealizado por Ambartzumian e Gordeladse em 1940 e descrito
matematicamente por Chandrasekhar e Munch em 1950. De forma objetiva e clara, é apresen-
tado o problema estatistico em que estrelas e nuvens interestelares ocorrem com uma distribuigao
uniforme. E seguida, é apresentada uma versdo deste modelo em derivadas fracionarias, onde sua
solucéo é dada por uma série de Dirichlet Generalizada pela funcdo de Mittag-Leffler. E feito um
caso numérico dos modelos descritos.
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1 Introducao

O modelo que sera tratado aqui foi idealizado nos anos 1940 por Ambartzumian e Gordeladse, e
de forma incrivel foi descrito matematicamente por Chandrasekhar e Munch em uma série de cinco
artigos entre os anos 1950-1951 [2, 3]. Chandrasekhar e Munch, por meio de um modelo estatistico
para inferir as propriedades de nuvens interestelares com base nas flutuagoes no brilho, em especial
da Via Lactea, partem de uma equagado integral de uma funcao de distribuicdo da intensidade
do brilho e chegam a uma equacgao diferencial que é conhecida como equagao de Ambartzumian.
Assim, nossos estudos se iniciam com o modelo tratado nos dois primeiros artigos de Chandrasekhar
e Munch [2]. Nestes, os autores modelam o problema com nuvens discretas, o que favorece a
construcao da equacdo diferencial, com uma matematica bem refinada e avancada mesmo para
os dias de hoje, pois ao longo dos anos tem influenciados muitos pesquisadores e gerado muitos
artigos sobre este tema.

As flutuagoes de brilho foram interpretadas como sendo influenciadas principalmente pelo na-
mero variavel de nuvens absorventes discretas ao longo de uma linha de visao. Nestes cinco arti-
gos [2] e [3], a matematica empregada é espetacularmente assustadora, mas as ideias bésicas sao
simples e tém relevancia direta hoje. Nos dois primeiros artigos [2], os autores derivaram uma
equagao integral-diferencial para as flutuagoes no brilho em termos da distribuicao de frequéncia
das extingoes de nuvens. Esta equacao pode ser vista como um exemplo especifico da equagao de
Chapman-Kolmogorov [14], que descreve a distribui¢do de probabilidade de variaveis que sofrem
ambas as mudangas continuas bem como “saltos”. Nos dois artigos subsequentes(III-IV) [3], eles
resolvem essa equagao para os casos em que o sistema de nuvens de extensao infinita é uma dis-
tribuigdo particular de extingao (artigo-II), o caso da extensao finita, mas de extin¢do constante
por nuvem (artigo-IIT), e o caso geral de distribui¢oes arbitrarias de extingdo por extensao infi-
nita (artigo-IV). Limber, em [7], generalizou em extensao finita, enquanto Munch, em [11], usou
o modelo para estimar o comprimento da correlagao na Via Léactea. Em todos os trabalhos acima
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citados, foi assumido um modelo em que as nuvens sao entidades discretas, e é com essa ideia que
trataremos aqui. Nao iremos tratar aqui deste fato, mas é algo que gostariamos de fazer no futuro:
uma mudanca substancial nas ideias do modelo tratado nos artigos I-IV é vista no artigo-V (3], no
qual os autores consideraram substituir o modelo de nuvem discreta por um modelo estocéstico
continuo para o campo de densidade. Como dito, pelos autores, no abstract do artigo-V [3]:

“..a nova visao pode ser considerada como uma alternativa ou um refinamento em relacdo &
visao anterior, que visualiza o meio interestelar como consistindo de uma distribuicao de nuvens
discretas.”

Nosso objetivo neste trabalho é iniciar a construgdo para o caso discreto. Assim na Secdo 2,
faremos uma apresentagio breve do modelo como proposto em [2], onde a solugdo do modelo é
uma distribuicao dada por uma série de Dirichlet. Este fato sera fundamental para nossa proposta
de modelo fracionério que seré apresentada na Segao 3, onde as solugbes também serao dadas por
uma série de Dirichlet por meio das fun¢oes de Mittag-Leffler de trés pardmetros. Na Secao 4
apresentaremos uma simulagao com as solugoes dos modelos tratados na Secao 3 e, por fim, na
Secao 5, fazemos as consideragdes finais.

2 O brilho de um modelo

Como descrito nos artigos I-II [2], o problema estatistico considerado supde que estrelas e
nuvens interestelares ocorrem com uma distribuigao uniforme. Se o sistema se estende a uma
distancia linear L na dire¢ao de uma linha de visdo e uma nuvem reduz a intensidade da luz
das estrelas imediatamente atras dela por um fator ¢, seja a ocorréncia de nuvens com fator
de transparéncia g governada por uma funcdo de frequéncia 1(q). Dado tudo isso, é necessario
encontrar a distribuigéo de probabilidade, g(I, L), do brilho observado, I. A partir da consideragao
desse problema é conveniente reformular este problema em variaveis adimensionais, mostrando-se
que a seguinte equagao integral governa a distribuigao do brilho [2]:

dg 0 LAY d
su)+ 324 50— [ (L) v )
onde u é o brilho observado medido em unidades adequadas e £ é o nimero médio de nuvens na
dire¢do da linha de visdo. Mostra-se ainda que a equagao integral (1) nos permite obter formulas
explicitas para todos os momentos de g como fungoes de £ e os momentos de 1(q). Estas conclusoes
tiveram um grande impacto e eram revolucionérias na época em que foram tiradas. Por exemplo,
as flutuagoes conhecidas no brilho da Via Lactea podem ser interpretadas mais prontamente em
termos das flutuagoes no ntumero de nuvens absorventes na linha de visao. Pois, embora outros
fatores indubitavelmente contribuam para as flutuagoes observadas, estes devem ser secundéarios
ao efeito das flutuagdes no nimero de nuvens, uma vez que tao poucas delas geralmente estao
envolvidas. De fato, em uma breve nota publicada em 1944, Ambartzumian formulou o seguinte
problema que considerou bésico para tal anéalise:

Deixe estrelas e nuvens absorventes ocorrerem com uma distribuicao uniforme em um plano de
extensao infinita. Além disso, deize uma nuvem reduzir a intensidade da luz das estrelas imediata-
mente atrds dela por um fator q. Seja a ocorréncia de nuvens com “transparéncia” q governada por
uma fungao de frequéncia ¥ (q). Qual é, entao, a distribuicao de probabilidade do brilho observado?

Assim, para determinar a distribuigao de probabilidade do brilho u, pediremos que a ocorréncia
de um determinado ntimero de nuvens, n, no intervalo (0,7), seja regida pela distribui¢ao de

Poisson,
n

e_TT—' comn=0,1,2,--- (2)
n!
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e neste caso, tomando £ — oo, na equagao (1), temos

s+ 2= [y (4 w2, @

Iremos restringirmos nossos estudos aqui ao caso em que todas as nuvens sao igualmente transpa-
rentes, ou seja, o fator ¢ pelo qual uma nuvem reduz a intensidade da luz das estrelas imediatamente
atras dela é constante. Neste caso a equagao (3) pode ser resolvida explicitamente e é dada por

dg 1 [u
=Zqg(—=]). 4
P =20 (%) (@

Seus momentos sdo dados por
n!

Pn = (5)

[[a-4"

i=1

A equagdo (4) é conhecida como equagdo de Ambartzumian e uma solucdo para ela é dada por
uma série geral de Dirichlet, que no campo da analise matemaética, é uma série infinita da seguinte

forma o
Z Ap, e Ans ) (6)
n=0

onde A, , s sdo nameros complexos e {\,} é uma sequéncia estritamente crescente de niimeros
reais nao negativos que tende ao infinito. Nao é nosso foco neste trabalho desenvolver um estudo
aprofundado destas séries, o que seria algo fantastico do ponto de vista da analise matemaética,
mas isso ficard para uma outra oportunidade. Aqui seguiremos as argumentagoes dadas em [2],
0 que ja mostra o quanto de matematica refinada foi empregado no estudo deste modelo. Seja a
solugao definida por:

u) = Z Ane_c%"“, onde 0 < g < 1e A, constantes reais. (7)
n=0

Substituindo a expressao (7) de g(u) na equagdo (4) obtém-se a seguinte férmula:

1 1
A, (1—n) =-A,_1, com n=1,2,3,--- (8)
q q

Por argumentagao de recursividade, podemos obter todos os coeficientes em funcgao de Ag

1 n
A, =Ag(—1)"— , com n=123,- - 9
p [] 7 (9)

A constante Ay é arbitraria e pode ser encontrada se for considerada a equagdo (4) com condigoes
adicionais, por exemplo: A funcdo g(u) foi modelada para ser uma distribuigdo do brilho em
u, logo em u = 0 & de se esperar que g(0) = 0 e também que o momento zero seja unitario,

Lo = / g(u)du = 1, assim como feito em [2]. Segue que A, é dado por:
0
1

[[ ="
n=1

Ao (10)
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Desta forma temos a solugao do modelo em questao dada por

o) = =3 (-1 H(
H(l_qi)no k=1

i=1

L, onde g € (0,1). 11
) 0.1 1)

Apesar de nao fazermos aqui um estudo analitico desta série, pois nao é o escopo do trabalho,
fica o registro que ela tem uma convergéncia rapida, ou seja, necessita de poucos termos da série
para convergir com uma boa acuracia. Quando tomamos valores de ¢ préximos de 1, mais termos
devem ser agregados & série.

3 Formulacao do Modelo em Derivadas Fracionarias

Com a crescente popularizagao da aplicacao do Célculo Fracionario em modelos matematicos
classicos, temos encontrado situagdes que nao sao compativeis com a matematica empregada e nem
com condigoes criadas ou impostas pela modelagem do problema. Tendo estas preocupagoes, ao
longos do ultimos anos, chamamos a atengao para tais fatos em [8-10]. Com este modelo, infeliz-
mente, nao foi diferente, como podemos ver, por exemplo, no artigo [1|. Neste caso, o problema
maior nao é a matemética usada para resolver a equagao fracionéria proposta; muito pelo contra-
rio, a matematica empregada contém resultados e técnicas muito bem elaborados. Por exemplo, a
equacao (4) é um caso particular do extraordinario artigo de 1971 de equagoes diferenciais de Toso
Kato [5]. Porém, para garantir que o modelo no caso classico/fracionéario tem solugao, consideram
q > 1 (fator de transparéncia, que por defini¢do < 1) e, como condicdo inicial, g(0) = 1, embora
g(u) seja uma distribui¢do do brilho com ¢(0) = 0. Assim, eles acabam por resolver apenas uma
equagao diferencial fracionéria, que entendemos que ja é algo espetacular, mas infelizmente nao
podem afirmar que estao resolvendo o modelo de Flutuagao no Brilho da Via Lactea. Desta forma,
nossa proposta de modelo fracionario tenta aproximar ao maximo as condigoes impostas pelos
“pais” do modelo [2]. Em primeiro lugar, observe que foi usado uma distribuigdo de Poisson (2),
para determinar a distribuigao do brilho u. Depois, da caracteristica da equagao (4), foi possivel
obter uma solugdo por meio de uma série de Dirichlet (6). Entdo, usaremos as ideias de Pillai
[13], que relacionou as fungoes de Mittag-Leffler com distribuigdes, e o trabalho de Laskin [6], que
descreve processos de Poisson fracionarios. Assim, definiremos a solu¢do dada pela seguinte série,
que chamaremos de Série Generalizada de Dirichlet por Mittag-Leffler.

u) = ZAnuﬁflEgﬁ(—)\nuo‘),u >0, (12)

onde E] ( ) é a fungao de Mittag-Leffler de trés parametros [12], 0 < a < 1, a < 8. Da equagao
(12) podemos obter trés casos muito interessantes:

Caso 1: tomando « =1, 8 =1 ey =1 temos a série de Dirichlet (6), do caso classico.

Caso 2: tomando aw < 1, =1 e v =1 temos a Série Generalizada de Dirichlet por Mittag-Leffler
de um parametro.

G<1)c,1( = gc ZATIE ) , u > 0. (13)

Caso 3: tomando a < 1, f = a e v = 1 temos a Série Generalizada de Dirichlet por Mittag-Leffler
de dois parametros.

Gho(u) =gp, (u ZAnu" LB a(=Anu®) , u>0. (14)
n=0
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5
Partindo das seguinte relagoes [12],
CDY[Eq(at®)] = aEq(at®) ; RLDYt* By o (at®)] = at* ' E, o(at™) t >0, (15)
propomos os seguintes modelos fracionérios:
Modelo Fracionario Caputo
C o L fu (16)
Dylg(u)] +g(u) = —g | -
q q
Modelo Fracionario Riemann-Liouville
o 1 [u 17
" Dglya] + 9(0) = 1o (%) an

De forma muito similar as contas feitas em [2], se partimos das expressoes (13) e (14) como
proposta de solugao aos modelos (16) e (17) respectivamente, e usando a rela¢ao (15) podemos
obter sem muito esforgo, expressdo para as constantes A, como dado em (8), apenas observando
que no lugar de ¢ serda ¢“. E por recursividade obtemos:

1 2 qak
An:AO(il)anHW’ com n:1,2,3,"‘ (18)
k=1
Portanto, temos as solugdes para os dois modelos a menos das constantes A§ e AFE:

Solugao do Modelo (16)
%) n ak E (7#11104)
n q « an 19
el =45 SV ] (15 ) =z (19)
n=0 k=1

—q
Solugao do Modelo (17)

oo n ak uozflEaOé _ inua
o) = A8 S T (g ) e 2
n=0

u >0
_ qok an ’
o\l —a q

Da mesma forma como aconteceu no caso classico, a determinacao dos A§ e AL necessita

de condigoes adicionais imposta as equagdes (16) e (17). Por exemplo, para o modelo (16), a

condicao de g(0) = 0 é factivel, pois as Mittag-Leffler em zero sdo iguais a 1 e assim ficamos com

um sistema igual ao apresentado em [2], apenas fazendo a corre¢io de ¢ para ¢%, mas a condi¢ao
o0

de que g. (uw)du = 1, ndo é algo que sai tao facil. Talvez nem seja possivel, ja que a integral

da Mittag-Leffler de um parametro com a < 1 explode, mas devemos fazer uma analise mais fina
com estas Séries Generalizada de Dirichlet por Mittag-Leffler. Para o modelo (17), a condicao

' Baa(—7awu®)

oo
de / 9p (W)du =1 é viavel, pois a integral de “ o é dada por —E, ; (—iuo‘).
0

an
q

Assim, as contas serao similares ao caso classico, apenas trocando g por p® como feito em [2], mas
observe que g, (u) ndo esta definida em u = 0 e assim devemos também fazer uma analise mais
precisa com o limite desta solugao quando u tende a zero.

Como podemos notar, nao tem vida facil no universo fracionario, os modelos nao aparecem de
graga ou com operacoes de apenas substituir a derivada classica por uma fracionaria. Mas, até
este ponto, estamos bem satisfeitos com a nossa proposta de modelo fracionario. Sabemos que tém
pontas para serem amarradas, arestas para serem polidas e detalhes a serem explicados, que com

DOI: 10.5540/03.2023.010.01.0055 010055-5 © 2023 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2023.010.01.0055

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 10, n. 1, 2023.

certeza trario muita matematica boa para ser explorada. Assim, iremos supor que os A§ e AFL
nos modelos, (16) e (17), sejam dados por uma expressao similar a (10), apenas trocando g por ¢%:

1

Ao = (21)

(oo}

[Ha-e¢m

n=1

4 Resultados Numeéricos

Nesta se¢ao fazemos um estudo preliminar das solugoes dos trés modelos. O Modelo Classico
(11), o Modelo em derivada de Caputo (19) e o Modelo em derivada de Riemann-Liouville (20).
Nos dois modelos fracionarios usaremos como valor de Ay a expressao (21). Usamos o codigo de
R. Garrappa [4] para calcular os valores das Mittag-Leffler e o programa MatLab.

Hiodai e T ionario: o= . L
= o0s BT pslco'e Fraclonarlo:,o~0.98 = Modelo Ambartsumian Fracionario: q=0.5
R 3 : :

8 o045 ©

! ~ 04

S 04 Y

2 S o3

o 0.35 EI

o~ 0.3

< 03 o

g —~ 025

o 0 2 a=[0.7, 0.75, 0.8, 0.85, 0.9, 0.95]
=) = 02

~% 02 g

o

% (015! £ 015

2 g

g 0.1 = 0.1

T 005 = 005

s ~o

[=} 0 ()]

=3

Figura 1: (a) e (b) Fonte: autor.

Na Figura 1 (a) temos as solucdes g(u), g.(u) e g, (u) para diferentes valores de ¢ e podemos
notar nos casos de g, (u) e g,, (u) o efeito de cauda pesada que é caracteristico das fungoes de
Mittag-Leffler e assim é gerado uma assimetria mais acentuada com o formato de seus graficos, o
que nao ocorre com o caso classico g(u). Ja na Figura 1 (b) vemos uma variagdo do pardmetro «
indicando quanto menor for o o mais temos o efeito da cauda pesada, ou seja, mais acentuada é a
assimetria.

5 Consideracoes Finais

O objetivo do trabalho foi fazer uma releitura dos artigos I-II [2] de forma a propor uma
versao deste modelo fracionério, que pudesse seguir as ideias de Ambartzumium ali tratadas nos
artigos, sem se distanciar dos pontos principais da construcao do modelo da Flutuagao no Brilho
da Via Lactea, como foi explorada de forma magnifica pela sequéncia dos cinco artigos [2, 3], por
Chandrasekhar e Munch, no inicio dos anos 1950.

A matematica empregada nestes artigos é realmente algo que impressiona, desde a ideia da
construcao do modelo, & idealizacdo de que a intensidade do brilho se d4 por uma funcao de
distribuigao, passando pelo fato da solucao ser dada por uma série de Dirichlet e as contas até
chegar na solugao final: é algo muito avangado até para os dias de hoje. Assim, seguimos o
mais fielmente possivel os caminhos tragados por Chandrasekhar e Munch. Inspirados nas ideias
de que as fungoes de Mittag-Leffler descrevem uma distribuigao [13] e do fato delas descreverem
processos de Poisson fracionarios [6], fomos levados a propor os modelos fracionarios (16) e (17),
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onde suas solugoes sao dadas por uma Série Generalizada de Dirichlet por Mittag-Leffler (19) e
(20), respectivamente. S6 do fato de estudar estas Séries Generalizadas de Direchlet por Mittag-
Leffler, podemos gerar uma linda discussdo matemaética. Podemos ainda pensar, quem sabe, se é
possivel propor um modelo, da Flutuagdo no Brilho, baseado na derivada (k, ¥)—Hilfer, pois as
derivadas de Caputo e Riemann-Liouville sao casos especiais dela. De qualquer forma, estamos
confiantes que uma lapidagao nestas ideias, aqui apresentadas, contribuird em muito para o “brilho”
da modelagem fracionaria. Por fim, estamos apenas propondo uma nova “lente”, de como olhar
para essa Flutuagao no Brilho (eterno enquanto dure) da Via Lactea.
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