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Resumo. Trabalhos anteriores tém apontado para a necessidade de construcao de um modelo
SIR de ordem arbitraria com significado fisico preciso. Para tanto, uma proposta é considerar a
distribuicao do tempo de espera no compartimento infeccioso e a dependéncia da idade de infecgao
na infectividade segundo fun¢oes de Mittag-Leffler. Este trabalho pretende completar discussdes
anteriores, exibindo demonstragoes de resultados de estabilidade para o modelo proposto.
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1 Introducao

A modelagem fracionaria permite capturar a dependéncia de estagios anteriores em materiais
ou processos, retratando mais fielmente fendmenos de diversas naturezas. Geralmente, ela consiste
em flexibilizar um modelo classico em EDOs ou EDPs substituindo derivadas de ordem inteira por
derivadas fracionarias. Em particular, modelos fracionarios compartimentais tém sido estudados
em diversas aplicagoes. Na busca por modelos fracionérios construtivos com significado biologico
mais claro, apresentamos em trabalhos anteriores uma derivagao fisica de um modelo de ordem
arbitraria [3], em que é utilizada a linguagem probabilistica dos Passeios Aleatorios de Tempo
Continuo (PATC) [1].

O principal objetivo deste trabalho é a anéalise do ponto de equilibrio tal que tlgglo (S,I,R) =

(8*,I*,R*), em que o limite é tomado coordenada a coordenada. Para tanto, ndo sdo validas
técnicas simples de EDOs auténomas e resultados classicos de estabilidade. Em particular, é
recente a discussdo sobre a falibidade do Lema de Barbalat e das teorias bésicas de Lyapunov
para modelos fracionarios [5]. Considerando o efeito memoria apenas para a remogio, em uma
referéncia de [1], os mesmos autores apresentam hipoteses e sugerem utilizar a formulagao integral
do modelo para os estudos de estabilidade. Depois de uma translagao dos equilibrios para a origem,
o comportamento assintotico do sistema resultante de equagoes integrais nao lineares de Volterra
é dado de forma equivalente pelo comportamento assintético de sua linearizagdo como um sistema
de equacoes lineares integrais de Volterra. Esse resultado notéavel foi usado por Hethcote e Tudor
para inferir a estabilidade local de equilibrios do modelo epidemiologico integral proposto em [2].
Partimos desse caminho para apresentamos os proximos resultados, formulados sem demonstragao
em nosso trabalho [4].

2 O modelo

Considere um individuo infectado desde t’. No periodo de t a t + AT, o ntimero esperado de
novas infecgoes por individuo é dado por o(t,t")S(t)AT/N. A taxa de transmissao por individuo
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infeccioso o(t,t') depende tanto da idade da infecgdo, t —t’, quanto do tempo atual, t. A probabi-
lidade de um individuo infectado no momento ¢’ ainda estar infectado no momento ¢ é dada pela
fungéo de sobrevivéncia ®(¢,¢'). Assim, o fluxo de individuos para I é recursivamente dado por

g (I,t) = / a(t,t’)%@(t,t’)q*([,t’)dt’. (1)

— 00

A condigao inicial considera o tempo em que cada individuo se infectou, antes do tempo ¢t = 0.
Isso ¢ dado pela fungao i(—t',0), de modo que ¢*(I,t") = i(—t',0)/®(0,t") para t' < 0. Conside-
ramos i(—t,0) = igd(—t), em que 6(t) é a fun¢do delta de Dirac. Entéo,

g (I,t) = /Ot cr(t,t')%@(t,t’)f([,t')dt’ +igo(t, 0)%@@,0). (2)

A taxa de infecgdo o(t,t') é uma fungdo tanto do tempo atual, tendo uma infecciosidade ex-
trinseca w, quanto da idade de infeccao t — t/, tendo uma infecciosidade intrinseca p. Assim,

a(t,t') = w(t)p(t —t'). (3)
Assumindo que a morte natural e a remogao de um individuo sao processos independentes,
O(tt) = ot = )0(L,1);  O(t,1) = e Jot, (4)

onde ¢(t —t') & a probabilidade de um individuo infectado desde t' ainda néo ter se recuperado ou

morrido pela doenga no tempo ¢t. Além disso, 6(¢,t') é a probabilidade de um individuo infectado

desde ¢’ ainda nao ter morrido de morte natural até o tempo t, em que 7 é a taxa de mortalidade.
Podemos expressar o nimero de individuos infectados da seguinte forma:

I(t) = Io(t) + /Ot O(t, t)g T (1,t)dt, (5)

onde a funcdo Iy(t) fornece o nimero de individuos que foram infectados em 0 e permanecem
infecciosos em t. Agora, podemos construir as equagoes principais do modelo. Derivando Eq. (5),

dI(t K K dIo(t
T — )= [ wte=0e 0 100 =) [ o=ty 1.0+ 50D, )
0 0
do(t
onde ¥(t) = —%. Observe que a distribuigdo cumulativa a variavel aleatoria continua X que

fornece o tempo de saida do individuo do compartimento infeccioso é definida por F(t) = P(X < t),
sendo tal que F'(t) = 1 — ¢(t). Portanto, a funcao de densidade de probabilidade de X & 1 (¢).

Definindo ntcleos de memoria de infecciosidade e recuperacao, obtemos equagoes integrais para
o modelo SIR. As derivadas fracionarias sdo obtidas de maneira construtiva escolhendo fungoes de
Mittag-Leffler adequadas para ¢(t) (probabilidade de permanéncia) e p(t) (infecciosidade intrin-
seca) [3]. Consideramos o efeito memoria na remogao ao escrevermos

o0 = " mna(- (1)) sn=ra(- (1)), )

para 0 < a < 1, em que 7 é um parametro de escala. Para o kernel da memoria de infectividade:

o0 = s Bas (- (2)) ®
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Tomamos 0 < o < § < 1, garantindo p(¢t) > 0. Com técnicas de transformada de Laplace,
obtemos no modelo derivadas de Riemann-Liouville D'~ := Dy * e D'=# := Dé;ﬁ [3]:

st _ <t>Nf—“ 2D ps (0 st 0

N7
i) _ w(t)S(1)0 ( f ) tao)D a(ift()))) —y(OI(2); (10)

dt NTﬁ
%(t)_ L0) a(é;%) Y(OR(). (11)

Se a = 3 =1, temos uma distribuigdo exponencial, sendo 7 o tempo médio de recuperacao.

3 Pontos de equilibrio e estabilidade
Consideramos v(t) = ~ constante, de onde 6(¢,0) = e~ ?*. Tomando o limite quando ¢ — oo,
calculamos os limites da forma tlim e "D (I(t)e?") conforme [6]. Supondo que tlim w(t) =w",
— 00 — 00

obtemos um estado livre de doenga,
S*=N, I*=0, R*=0, (12)
e, se w* > 0, também encontramos um estado endémico:

()" + VIN o Nep*  N@® oo N NP

S* = - _
L+ (77)> w* L+ (7y) w*

w* ’
O caso particular w(t) = w é o mesmo obtido em [1]. Observamos que o estado endémico faz
sentido fisico apenas se pudermos ter I* > 0 e R* > 0, ou seja, se

W > ()P + ()P, (14)

o que possui relagao com o ¥y do modelo [4].

Provamos, assim, que se existem equilibrios assintoticamente estaveis para o caso v > 0, entao
sdo dados pelas Eq.(12)-(13). E importante citar que o caso limite no qual a dinamica vital é
nula foi estudado em [4]. Com ~ > 0, espera-se que o estado livre de doenga seja um equilibrio
assintoticamente estavel quando w* < (77)°~ 4 (77)?, enquanto o estado endémico deve ser
assintoticamente estavel se w* > (77)%~ 4 (77)?, hipétese formulada em [1] para w(t) constante.

Baseados em [2], precisamos das formas integrais dos infecciosos e dos recuperados:

10 =10+ [ ot =) 2T (s () ) ar, (15)

R(t):ioe(t)flo(t)+/0 F(tft’)e(t—t’)%;;)e(tl) (D15< 1(1) >) ()dt'.  (16)

Sao demonstrados os seguintes resultados:

Teorema 3.1. Se w(t) € limitado com tllm w(t) = w*, v(t) =7 e B =1 no sistema (9)-(11), o

equilibrio livre de doenga da Eq. (12) é globalmente assintoticamente estdvel se w* < (7)1 =+(17).

Demonstracao. Definimos a constante A tal que

A /0 Lot = s < L (17)
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Seja J = tlim sup I(t) e suponhamos por absurdo que J > 0. Assim, é possivel escolher e
—00
suficientemente pequeno tal que 2e + A(1+€)(J +¢€) < J. Com efeito, definindo a fung¢do continua
crescente E(t) = 2t + A(1+t)(J +1t), temos E(0) = AJ < J e tlim E(t) = oo, donde existe €5 > 0
—00

tal que E(ey) = J. Basta, portanto, escolhermos € € (0,¢€7).

Agora, temos lim Iy(¢) = 0. Além disso, sabemos que lim sup I(t) = Je lim w(t) = w*. Assim,

t—0 t—o0 t—o0
escolhido esse €, podemos escolher um tempo ¢; > 0 suficientemente grande tal que Iy(t) < €/2,
It) < J4+eew(t) < (1+ew* parat > t;. Escolhido t1, uma vez que }ilr(l) 6(t) = 0, podemos
—

escolher to suficientemente grande tal que Nt10(t)w,, /7 < € para t > to, em que w,, é o valor
maximo atingido por w(t). Entao, para t > t; + to, temos t —t; > to €

10 =1+ [ o -0y 2SO 19
0 T
< ;+/0t1 @(tt’)Wdt’Jr/: @(t,t/)%i)f(t’)dt,’ (19)

Agora, lembramos que S(t),I(t) < N e, na primeira integral usamos que ®(t) = ¢(t)0(t) < 0(t),
enquanto, na segunda integral, usamos que I(t) < J + € e w(t) < (1 4+ €)w™ para t > t1, obtendo

t1 *

t
I(t) < % +N [ 0(t— t’)w—mdt’ +(J+e)(1+ e)/ Pt — t’)w—dt’. (20)
0 T t T

Finalmente, como t — t1 > t9, temos (¢t — t1) < 6(t2). Além disso, pela definigdo de A, temos
fttl O(t — t')w*/7dt’ < A. Logo, pela escolha de €,t; e t2, vem que, para todo t > t1 + to, temos

3
I(t) < g + Ntlﬁ(tz)w?m FAL+ (T +6) < 56 + A+ (T +¢) < J— g (21)
contradigdo. Portanto, J =0 e tli}m I(t) =0.
e}
Lembrando que, nas condigbes do enunciado, temos
ds(t) w(t)S(t)I(t)
R L N LA\ e YL 22
W, SOIO s), (22)
entao tlgrolo I(t) = 0 implica que tlggo S(t) = N. Portanto, tlgglo R(t) = tlggo(N —I(t)—S(t)) =0.

O

Teorema 3.2. Se w(t) = w, v(t) =~ e f =1 no sistema (9)-(11), o equilibrio endémico da Eq.
(13) € localmente assintoticamente estdvel sempre que € vidvel, isto €, quando w > (7)1~ + (7).

Demonstragio. Temos Ro = [, o(t)®(t)dt = N/S*. Lembramos que, se 8 = 1 e w ¢ constante,
entdo o(t) = w/7. Logo,
I* — ! @ ’ ’ . I* :/ @ ’ /:/ @ _ ’ / / @ / /. 2
/0 o) ()it 5 o) Tt = [Ceu— )T e+ [T aw) T ar 23)

T T T

Agora, observamos que

/00o LR = /Ooo Lowyar — 5= 2 - S = ) = () /Ooo w

o(tHdt',  (24)

T

T S* Ty S* S*
ou seja,
N * w * w
— = ~o(t)dt' = @ —F@ho)dt'. 25
5= [ Zewar =@ [ ER@ee) (25)
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)
Voltando a Eq. (14), notamos que R* = (1)~ *I*. Assim, escrevemos
[ee] * ] * ¥
R = (ry)-o(r) / Y R0t S —/ o)L g
/ F(t—t) )S LW +/OO o)L gy
Nt f Nt '

Fazemos V =T —TI* e W = R— R* para transladar o equilibrio a origem. Entao, pelas Eq.(15),
(16), (23) e (26) e observando que SI — S*I* = S*V — I*(V+ W) — V(V + W), obtemos

W\ = | f2() t—to(t—t)w/Nt 0 (V+wW)()
em que
o0 S*I*w
In(t) — Pt - dt’
sy [ o= e S ] )
f2(t) inf _ _ / ! S T"w !
0~ Io(t) = [ F()0() =t
¢ T
O sistema integral nao linear de Volterra da Eq. (27) pode ser escrito na forma matricial como:
t
X(t) = F(t) + / At — £)G(X(#)dt, (29)
0
em que
vl . Al , _ [®w/NT 0] _[SV-T (VW) - V(V+W)
x= ] = [ a= [Fole o= vl @

A equagio caracteristica da linearizagdo da Eq. (29) é
det (Identidade — / e—“A(t)Jdt) =0, (31)
0

em que J é a jacobiana de G avaliada em 0.

A analise da estabilidade da origem utiliza um resultado citado em [2]: Se as solugdes da Eq.
(29) existem em [0,00) e sdo limitadas, F(t) € C[0,00), F(t) — 0 quando t — oo, A(t) € L0, ),
G(X) € CY(R?), G(0) =0, J € nao singular e a Eq. (31) ndo possui raizes com partes reais ndao
negativas, entao a origem € um equilibrio localmente assintoticamente estdvel.

A maior parte das condigoes ¢é bastante direta. Em particular, F'(t) — 0 devido a existéncia da
Transformada de Laplace da funcao de Mittag-Leffler. Precisamos provar que nao existem raizes
caracteristicas da Eq. (31) com parte real positiva. Primeiro, calculamos J, obtendo

J[S —11—2V _11_‘1 [S II —11'} (32)
V=W=0
Assim, a equagao caracteristica é dada por
1 0 [ e Mo(t)w(S* —I*)/NT —e MO(t)[*w/NT B
det qo 1} _/O [e_’\tF(t)e_"tw(S* —I")/Nt - _’\tF() “'I*w/NT dt) =0 (33)

Observamos que as integrais tém a forma de uma transformada de Laplace e, no artigo original
[2], & pedida a hipotese de que a probabilidade de permanéncia ¢ seja dominada por um decaimento
exponencial, de maneira a garantir a existéncia da transformada. A fungdo de Mittag-Leffler nao
¢ dominada pelo decaimento exponencial, mas essa transformada existe se Re(A) > —~.
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A Eq. (31) pode ser escrita como

. > —At * w > —At —t w
(1 [g e Mo (t)(S* —N 02 < /0 e MF(t)e "I NTdt> )
_ —>\t —)\t =yt Qx _ Tx w —
(/0 O(t)I[* o dt) ( /0 F(t)e "(S* =1 )NTdt> 0.
Simplificando,
B 0o Y . 0o Y e W _
1 /0 e~ MOt (ST - T" )—NTdt—l—/O e MF(t)e "1 —NTdt 0. (35)

Finalmente, como ®(t) = 0(t)¢(t) = e 74 (1 — F(t)), temos

1— i — At _—~t *_[* l /Oo 7AtF —~t *_I* i /oo 7>\tF 7'yt1*i _
/0 e e 7S )NTdt+ ) e (t)e (S )NTdt—i— ; e (t)e NTdt 0, (36)

L= [T eMtet(1 = P st /Oo et g — . 7
/Oee( ())S’NT+066 N7 0 (37)
A condigao w > (77)17% + (1) equivale a
N i w * w
— = (t)=dt = (1 - F(t)=dt > 1. 38
o= [ ewZa= [ era-ro) (38)
Supondo por absurdo que Re(\) > 0, entdo
- w N T xt ot w
/ e M1 — F)2dt = 2 > Re (/ eMe=(] —F(t))dt). (39)
0 T S* 0 T
Logo,
1> Re (/O e Me (1 — F(t))s*;Tdt) : (40)
e, para cumprir a Eq. (37), sera necessario ter
R et gt ) <o, 11
e (/0 e e o < (41)
Mas, veja que, se Re(\) > —~, temos
oo T*
Mot g = 42
/0 © TN T O F )T (42)
Sendo A = a + bi com a > 0, temos
wl*  wl* 1 (a4+~)—bi  wI* (a+7v)—bi (43)
A+vN7 Nt (a+7)+bi (a+7)—bi Nt (a+7)2+b2
seguindo que
wl* wl*(a+7)
R - >0, 44
‘ (()\JF’Y)NT) Nt((a+7)? +b?) (44)

contradi¢ao com (41). Portanto, o equilibrio (S*, I*, R*) é localmente assintoticamente estavel. [J

As Figuras 1 e 2 ilustram os Teoremas 3.1 e 3.2, com diferentes condigoes iniciais.
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Parametros: w=0.5; 7=5; 7=0.01 Parametros: w=4; 7=8; 7=0.01
«=0.6; ($=0.8 x10° «=0.6; (=0.8

C.1.:(0.5,0.1,0.4)N
C.1:(N-1,1,0)

15| 3l

- 1 -2
05 I 1t
* 0 L L L L
9.99996 9.99997 9.99998 9.99999 10 0 2 4 6 8 10
S x10° S x10°
Figura 1: Trajetorias o < 1. Figura 2: Trajetorias R0 > 1.

4 Consideragoes Finais

Discutimos e provamos dois teoremas com respeito aos pontos de equilibrio do modelo (9)-(11).
Provamos algumas hipdteses e mantivemos outras em aberto, como a conjectura de que toda a
regido com ig > 0 é uma regido de estabilidade para (S*, I*, R*).

O caso 8 < 1 ainda nao foi analisado. Recentemente, foi publicada em [7] a anéalise global
dos equilibrios de um modelo SIS, cuja formulagdo se relaciona ao modelo (9)-(11) com 8 = 1.
A passagem da estabilidade local para a estabilidade global dé-se por meio de uma abordagem
geométrica para problemas de estabilidade global. Acreditamos que esta abordagem pode ser
utilizada com sucesso para que o Teorema 3.2 seja véilido de maneira global.
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