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Resumo. Neste trabalho propusemos duas novas condigoes necessarias de segunda ordem para
o problema de programagio matematica com restrigdes de cardinalidade (cuja sigla, em inglés, é
MPCaC), referidas como MPCaC-SSONC e MPCaC-WSONC, que sdo baseadas no conceito de
primeira ordem de M-estacionariedade. Também discutimos condi¢oes de qualificagao (CQ) neces-
sarias para que a M-estacionariedade de segunda ordem seja valida nos minimizadores. Também
propusemos uma CQ de posto constante relaxado especializada (MPCaC-RCRCQ) para otimali-
dade de segunda ordem em MPCaC. Por fim comparamos esses resultados com trabalhos anteriores
que utilizaram diferentes linearizagbes do conjunto viavel e conceitos de estacionariedade.
Palavras-chave. Problemas com Restrigbes de Cardinalidade, Condi¢Ges de Qualificagdo, Condi-
¢oes de Otimalidade de Segunda Ordem

1 Introducao

Nosso problema de interesse é o problema com restri¢coes de cardinalidade, o qual iremos denotar
como MPCaC? e pode ser escrito como

minimizar f(z) sujeitoa g(z) <0, h(z)=0, |z]o<eq, (1)

emque f:R* - R, g:R" = R™eh:R" — RP sdo funcdes de classe C?, 0 < o < n é um
namero natural dado e ||z||y é a cardinalidade do vetor 2z € R™, ou seja, o niimero de componentes
nio nulas de z. E importante ressaltar que a restricio de cardinalidade || - [lo < k ndo define
uma norma e nao é uma restricao continua nem convexa. Isso torna o problema associado a essa
restrigdo mais desafiador e peculiar do que um problema padrao de programacao nao linear (PNL).
Apesar disso, o problema tem sido amplamente estudado em varias areas, incluindo otimizacao de
portfolio, compressing sense e subset selection in regression. Para obter mais informagoes sobre o
assunto, consulte as referéncias [4, 11] e outras citadas nesses trabalhos.

Embora seja possivel transformar completamente o Problema (1) em um modelo inteiro-misto,
é usual na literatura abordar (1) em sua forma continua, utilizando PNL, conforme o modelo:

minimizar  f(x)
sujeito a  g(z) <0, h(z)=0, (2)
n—ely<a, y<e, xxy=0,
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em que el = (11 ...1) € R™. Diversos autores tém abordado o Problema (1) por meio de PNL
continua, como pode ser visto em [5-7]. E valido mencionar que a reformulagio relaxada utilizada
neste trabalho apresenta uma pequena diferenga em relagdo as abordagens presentes em [5, 6],
pois ndo impomos a restrigdo y > 0, como é feito em [7]. No entanto, essa diferenca nao afeta
os resultados. Por fim, cabe destacar que esta publicacao é uma versao condensada de um artigo
submetido [9].

Notagao. Ao longo deste trabalho, o produto de Hadamard entre dois vetores z,y € R™, ou seja,
o vetor obtido pelo produto componente a componente de x e y, é denotado por x * y. Também
usamos os seguintes conjuntos de indices: Iy(x) = {i | gi(x) = 0}, I (z) = {j € Iy(x) | u; > 0}® e

2 Conceitos Fundamentais de MPCaC

2.1 Estacionariedade
Considere a funcao Lagrangiano £ : R™ x R™ x R x R™ — R associada com (1), dada por
L(x, p, A, 7y) = f(@) + p' g(a) + AT h(z) ++"z.

Nés temos V. L(z, u, A, v) = Vf(x) + Vg(z)Tu+ Vh(z)TA+ v e

m p
V2L, N y) = V() + > piVigi(x) + Y NiV2hi(a). (3)

i=1 i=1

A partir da fungao Lagrangiano, a M-estacionaridade é definida como segue.

Defini¢ao 1 ([9, Definigéo 2.1|). Seja T um ponto vidvel para (1). Entdo dizemos que T é um
ponto M-estaciondrio se existir um vetor (p, A,y) € R x RP x R™ tal que

Vmﬁ(f,,u,)\,'y) = 0’ (48“)
MTg(j) =0, (4b)
v*z =0. (4c)

Os minimizadores locais de (1) sdo pontos M-estacionarios sob CQs pouco exigentes adaptadas
ao MPCaC. Ver, por exemplo, [8, Teoremas 3.2 e 4.7]. A relagdo entre pontos M-estacionérios e
pontos KKT de (2) é a seguinte: se Z é M-estacionario, entdo tomando §; = 1 parai € Ip(Z)eq; =0
caso contrario, o ponto (Z, ) é KKT para (2) [7, Proposigdo 2.3|. Portanto, a M-estacionariedade
pode ser considerada o conceito de estacionariedade de primeira ordem mais forte para (1). Por
isso, trabalhamos para obter um conceito de estacionariedade de segunda ordem (necessario) para
(1) a partir da M-estacionariedade, que néo use a variavel auxiliar y.

2.2 Uma Linearizacao Adequada do Conjunto Viavel

Em PNL, as condig¢oes de segunda ordem requerem a semidefinitividade positiva da hessiana
da fungao Lagrangiano sobre o conjunto de dire¢bes ndo ascendentes (o cone critico). Vamos
considerar o conjunto factivel de (1), @ = {z € R | g(x) < 0, h(z) =0, [|z|lo < a}. O cone
tangente a  em T € ) é o conjunto:

T(z)={deR"|3(2") C Q,{tx} C Ry com t;, — 0 e (zF — 2)/t) — d}.

6em que wj € o multiplicador de Lagrange associado a j-ésima restrigao de desigualdade
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Um outro cone associado a €2 é definido pelo problema relaxado expresso em (2). O desafio principal
na linearizagao do conjunto factivel, assim como para problemas com restricoes de complementa-
ridade (MPCCT), é a restrigdo x * y = 0, que tem uma natureza combinatéria quando ||z|lo < a.
Dependendo da escolha de y, diferentes faces do conjunto factivel sao descritas por essa expressao.
Em [4], foi mostrado que a unido dessas faces é baseada na seguinte linearizacao:

Vgi(2)Td <0,i € I,(z),
TB5(z) =< deR"| Vh(z)Td =0,
[Io(Z) N Io(d)| > n—«

Comentario 2.1 (]9, Comentario 2.1]). Assim como em PNL, temos que T (%) 2 T,2%(z) em
geral. Por exemplo, considere as restri¢oes —x5 + w2 <0, —x2 <0, |lz]l0 < 1, 0 ponto T = (0,0),
e d = (—1,0). Note que d € R x {0} = T,25(z), mas d ¢ T(Z). Na verdade, toda sequéncia
{x*} dentro de Q) deve satisfazer (z¥) > x5 > 0 e, portanto, z¥/t;, > 0, o que significa que
(x¥ — %) /ty — d ndo ocorre.

Em 2018 foi apresentada uma condigao de otimalidade de segunda ordem para diregoes criticas
baseadas em S-estacionaridade (consultar definicdo e condi¢do em [4]). No entanto, até onde
sabemos, essa condicao nao é valida se S-estacionaridade for trocada por M-estacionaridade. Veja
o Exemplo 3.1 e sua discussao relacionada. Para estabelecer uma condicao de otimalidade de

segunda ordem associada a M-estacionaridade, propomos o seguinte cone linearizado:

Vi (2)Td <0,i € I,(z),
Tin(Z) = d e R™| Vh(z)Td =0,
d; =0,1 € Io(.f)
E claro que Tin(Z) C 7,29(Z), mas a inclusdo contraria ndo é verdadeira em geral. Na verdade,
nao temos nem mesmo 7 (Z) C Ty (Z) em geral |9, Exemplo 2.1]. A tnica diferenga entre esses
conjuntos linearizados esta nas componentes nulas das diregoes: em T, (Z), d; deve ser nulo sempre
que z; = 0, enquanto em 7]515 (z) algumas das componentes podem ser diferentes de zero. Veja a

Figura 1, retirada de [9, Figura 1].

x3 z3
€ €
T2 X2
€ T
T1 1

Figura 1: Representagao de 7;2%(z) (figura a esquerda) e Ty, (z) (figura a direita) para [|z|lo <
a =2, z € R3. Existem dois pontos: & com &1,%3 # 0, 23 = 0; e & com Ty # 0, &1 = 3 = 0. Em
Z, ||Z]lo = 1 = n — «, ambos os conjuntos linearizados sdo compostos por diregoes d com dy = 0;
assim, eles coincidem (veja [9, Teorema 2.1]). Em #, o conjunto maior 7;2%(x) abrange direcoes

com pelo menos uma componente d; ou ds igual zero, enquanto Ty, () requer ambas dy e ds nulas.

2.3 Condigoes de Otimalidade de 22 Ordem: Forte e Fraca

Usando Tiin(Z), somos capazes de definir nossa condigdo necesséria forte de otimalidade de
segunda ordem que nao depende da variavel auxiliar y. Isso estd em conformidade com a M-
estacionariedade (Defini¢ao 1).

7 Mathematical Programs with Complementarity Constraints
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Definigao 2 ([9, Definigao 2.2]). Seja T um ponto M-estaciondrio de (1). Dizemos que T satisfaz
a condicdo necessdria de otimalidade de sequnda ordem forte (MPCaC-SSONC 8) se existir um
vetor multiplicador (p1, A,y) € R x RP x R™ associado a T tal que

dTN2, L(Z, 1, N, y)d >0 para todo d € C3(z),
em que C%(Z) € o cone critico forte de MPCaC definido como
C3(z) ={d € Tin(z) | V£ (&)Td < 0}.
Comentario 2.2 (|9, Comentario 2.2]). Se T é M-estaciondrio, entdo:
C5(z) = {d € Tin(2) | Vgi(z)"d =0, i € I ()} . (5)

E bem conhecido no campo da PNL que a condicao necessaria de segunda ordem forte nao pode
ser esperada nos pontos limite de algoritmos praticos [3]. Em vez disso, o conceito adequado neste
contexto é a condig@o necessaria de segunda ordem fraca, que consiste em relaxar os requisitos em
relagdo a Vg em (5). Derivamos uma condicao de otimalidade necessaria de segunda ordem fraca
adaptada ao MPCaC (MPCaC-WSONC?), que substitui o cone critico forte C¥(Z) na Definicao 2,
por um conjunto menor C (z) C C¥(z) chamado cone critico fraco e definido como

CY(z)={d € Tin(z) | Vgi(z)"d =0, i € I,(z)}. (6)

2.4 Condigoes de Qualificagao das Restricoes

No caso do MPCaC, assim como no MPCC, é necessario discutir as condi¢oes de qualificagao
das restricoes para satisfazer os conceitos de primeira e segunda ordem nos minimizadores. A
abordagem comum para definir essas condigoes é exigir uma condigao de qualificagao padrao no
problema nao linear apertado (TNLP(Z)).

minimizar  f(z)
sujeito a  g(z) <0, h(z) =0, (7)
Ty = O, 1€ Io(ii')

Usando essa estratégia, varias CQs padrao foram adaptadas para MPCaC, garantindo M-
estacionariedade (consulte [6]). Além disso, observe que a M-estacionariedade para T é exatamente
a condigdo KKT para TNLP(Z), e Tiin(Z) é apenas o cone linearizado padrao de (7).

Em PNL padrao, as CQs mencionadas em [6] atestam a otimalidade de segunda ordem nos mi-
nimizadores locais. Outra CQ com essa propriedade ¢ a CQ posto constante relazado (RCRCQ!),
definida em [10]. Essa condigao relaxa os requisitos em CRCQ!? sobre as restri¢oes de igualdade.
A seguir, definimos sua correspondente ao MPCaC impondo a condigio RCRCQ em TNLP(Z).

Defini¢do 3 (|9, Defini¢ao 2.3|). Dizemos que um ponto T € Q estd em conformidade com a
condigdo de qualificagdo de restrigio de independéncia linear de MPCaC (MPCaC-LICQ™) se os
gradientes

Vgi(f), iEIg(.f), th(.f?), jZl,...,p, €5, iEIo(.f),

em que e; € o i-ésimo vetor candnico, sao linearmente independentes.

8 Strong Second-Order Necessary Conditions

9 Weak Second-Order Necessary Conditions

10 Tightened NonLinear Problem

U Relaxzed Constant Rank Constraint Qualification
12 Constant Rank Constraint Qualification

13 Linear Independence Constraint Qualification
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Definig¢ao 4 ([9, Definicao 2.5]). Dizemos que a condigao de qualificagao de restrigio de posto
constante relazado de MPCaC (MPCaC-RCRCQ) é vdlida em um ponto vidvel T €  se existe
uma vizinhan¢a N(Z) de T tal que para todo I C I4(Z), a familia de gradientes

Vgi(x)a i€ I, Vh](x)’ j € {1, s ap}» €y i € IO(CE)
tem o mesmo posto para todo x € N(T).

MPCaC-RCRCQ é estritamente implicado por MPCaC-CRCQ mesmo na auséncia de restrigoes
de igualdade h(x) = 0, devido & diferenca relacionada aos vetores canonicos e;. O proximo exemplo
ilustra isso com uma situagao interessante.

Exemplo 2.1 ([9, Exemplo 2.2]). Para quaisquer restri¢oes g(x) < 0, h(z) = 0, ||z|o < « para
as quais T =0 € vidvel, MPCaC-RCRCQ € vdlida em Z. Isso ocorre porque e;, i € Io(Z), formam
a base candnica de R™. Por outro lado, MPCaC-CRCQ nédo necessariamente € vdlida em T, por
exemplo, g1(x1,72) = 23 + 29 <0 e ||z|lo < 1. Pois, as condigdes para CRCQ ndo sao vdlidas em
T quando T = {1} e Iy = {2}. O

3 Validade de MPCaC-W /SSONC em Minimizadores e Re-
lacoes com Estacionaridade Padrao de Segunda Ordem

Similarmente a PNL padréo [1, 2], MPCaC-RCRCQ é uma CQ para a estacionariedade forte
de segunda ordem, como enunciamos a seguir:

Teorema 3.1 ([9, Teorema 2.4]). Seja x* um minimizador local de (1) e suponha que MPCaC-
RCRCQ € satisfeita em x*. Entdo, x* é M-estaciondrio e, para qualquer vetor multiplicador
associado (i, A,7y), ©* satisfaz a condigao MPCaC-SSONC, isto é,

dr'N2 L(z*, p, N, y)d > 0
para todo d € C¥(z*), onde C°(x*) € o cone critico forte MPCaC, definido em (5).

Comentario 3.1. Queremos ressaltar que além da nossa condi¢ao nao utilizar a varidvel auzxiliar
y, ela também € a mais adequada para MPCaC, uma vez que o nosso cone linearizado € de fato
mais adequado para definir condicoes de seqgunda ordem e no exemplo a sequir isso fica mais claro.

Exemplo 3.1 ([9, Exemplo 2.3]). Consideremos o problema tridimensional

minimizar 1 [(z1 — 1)? — 23 — 23] sujeito a 2o — 23 =0, ||z[o < 2.
O ponto vidvel # = (1,0,0) é um minimizador local isolado, uma vez que (1,t3,t), t # 0, ndo é
vidvel. F claro que MPCaC-RCRCQ € vdlida em T, e assim T € M-estaciondrio com multiplicadores
A ey =(0,—X,0) (veja a Defini¢io 1). Para qualquer A € R temos

1 0 0
V2, L(ENY)=]0 -1 0 e CP5z)=Rx {0} xR,
0 0 -1

em que CBS € cone critico construido a partir da linearizagio 7}1135. Tomando d = (0,0,1) €

CB5(z), temos dTV2,L(Z,\,7)d = —1 < 0. Por outro lado, C" (z) = R x {0} x {0} e assim
MPCaC-WSONC € vdlida em Z.

E um dltimo resultado muito importante que obtivemos esta enunciado a seguir:
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Teorema 3.2 ([9, Teorema 4.2]). Seja T um ponto factivel para (1) e defina § colocando §; =1 se
1 € Io(Z) e §; =0 caso contrdrio. Entao T é um ponto MPCaC- WSONC se, e somente se, (Z,)
satisfaz @ WSONC padrao para (2).

O Teorema 3.2 afirma que a MPCaC-WSONC é equivalente &8 WSONC para o Problema Re-
formulado (2). No entanto, o cone critico de PNL padrao Cpy;, € inconsistente em alguns casos,
enquanto a MPCaC-WSONC funciona apenas com a variavel original . Assim, a MPCaC-WSONC
é para WSONC o que a M-estacionariedade é para KKT. O exemplo a seguir ilustra uma situagao
em que a WSONC padrao falha.

Exemplo 3.2 (]9, Exemplo 4.1]). Considerando o problema tridimensional de minimizacao de
22 + 22 + 23 sujeito a ||z||o < 2, para o qual T = (0,0,0) € a solugdo global. Seu problema
reformulado €

minimizar 2% + 23 + 23
sujeitoa  3—y1 —y2—ys <2, y<e x;4;,=0,1=123.

E fdcil verificar que (Z,9) = (0,0,0,0,3/4,3/4) ¢ KKT para o problema acima com multiplicadores
pueé =0, u¥ = (0,0,0) e qualqguer \* € R x 0%2. Ao wverificar o termo quadrdtico computado com a
hessiana consequimos reduzir d sequinte exrpressao:

2[1d”13 + 2A5didf. (8)

Observe que para (d*,d¥) = (1,0,0,1,0,0) € CPpy.(Z,7) e A = (=2,0,0), a expressio (8) ¢
negativa. O

No Exemplo 3.2, a solucao Z = (0, 0, 0) satisfaz a qualifica¢do de restrigdo mais rigorosa MPCaC-
LICQ. Além disso, ela satisfaz a estacionariedade de segunda ordem em ambos os sentidos MPCaC-
WSONC e WSONC padrao; de fato, ela esta em conformidade com WSONC tomando A¢ = (0,0, 0)
e y; > 0 parai = 1,2,3 (por exemplo, § = (1,1,1)). No entanto, se um algoritmo obtém z = g = 0,
pode falhar em declarar a convergéncia usando a otimalidade de segunda ordem padrao. Portanto,
estabelecer a convergéncia usando MPCaC-WSONC é mais apropriado.

4 Consideracoes Finais

Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre condi¢oes de otimalidade de segunda ordem
e qualificacées de restrigdes para problemas com restrigdes de cardinalidade (MPCaC), e propo-
mos duas novas condi¢oes adaptadas, MPCaC-SSONC e MPCaC-WSONC, e uma qualificacao de
restrigao, MPCaC-RCRCQ, baseada na RCRCQ [10]. Comparamos a MPCaC-WSONC com a
WSONC usual e mostramos que a primeira exclui problemas oriundos da variavel artificial y. No
artigo completo, um algoritmo primal (seguro) de Lagrangiano aumentado foi considerado e sua
convergéncia global para pontos de segunda ordem foi estabelecida e também provamos que, além
de pontos M-estacionéarios, o algoritmo alcanga pontos MPCaC-WSONC. Até onde sabemos, esta
é a primeira vez que a convergéncia até a estacionariedade de segunda ordem foi estabelecida para
um algoritmo aplicado a MPCaC.
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