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Resumo. Neste trabalho propusemos duas novas condições necessárias de segunda ordem para
o problema de programação matemática com restrições de cardinalidade (cuja sigla, em inglês, é
MPCaC), referidas como MPCaC-SSONC e MPCaC-WSONC, que são baseadas no conceito de
primeira ordem de M-estacionariedade. Também discutimos condições de qualificação (CQ) neces-
sárias para que a M-estacionariedade de segunda ordem seja válida nos minimizadores. Também
propusemos uma CQ de posto constante relaxado especializada (MPCaC-RCRCQ) para otimali-
dade de segunda ordem em MPCaC. Por fim comparamos esses resultados com trabalhos anteriores
que utilizaram diferentes linearizações do conjunto viável e conceitos de estacionariedade.
Palavras-chave. Problemas com Restrições de Cardinalidade, Condições de Qualificação, Condi-
ções de Otimalidade de Segunda Ordem

1 Introdução
Nosso problema de interesse é o problema com restrições de cardinalidade, o qual iremos denotar

como MPCaC5 e pode ser escrito como

minimizar f(x) sujeito a g(x) ≤ 0, h(x) = 0, ∥x∥0 ≤ α, (1)

em que f : Rn → R, g : Rn → Rm e h : Rn → Rp são funções de classe C2, 0 < α < n é um
número natural dado e ∥x∥0 é a cardinalidade do vetor x ∈ Rn, ou seja, o número de componentes
não nulas de x. É importante ressaltar que a restrição de cardinalidade ∥ · ∥0 ≤ k não define
uma norma e não é uma restrição contínua nem convexa. Isso torna o problema associado a essa
restrição mais desafiador e peculiar do que um problema padrão de programação não linear (PNL).
Apesar disso, o problema tem sido amplamente estudado em várias áreas, incluindo otimização de
portfolio, compressing sense e subset selection in regression. Para obter mais informações sobre o
assunto, consulte as referências [4, 11] e outras citadas nesses trabalhos.

Embora seja possível transformar completamente o Problema (1) em um modelo inteiro-misto,
é usual na literatura abordar (1) em sua forma contínua, utilizando PNL, conforme o modelo:

minimizar f(x)
sujeito a g(x) ≤ 0, h(x) = 0,

n− eT y ≤ α, y ≤ e, x ∗ y = 0,
(2)
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em que eT = (1 1 . . . 1) ∈ Rn. Diversos autores têm abordado o Problema (1) por meio de PNL
contínua, como pode ser visto em [5–7]. É válido mencionar que a reformulação relaxada utilizada
neste trabalho apresenta uma pequena diferença em relação às abordagens presentes em [5, 6],
pois não impomos a restrição y ≥ 0, como é feito em [7]. No entanto, essa diferença não afeta
os resultados. Por fim, cabe destacar que esta publicação é uma versão condensada de um artigo
submetido [9].

Notação. Ao longo deste trabalho, o produto de Hadamard entre dois vetores x, y ∈ Rn, ou seja,
o vetor obtido pelo produto componente a componente de x e y, é denotado por x ∗ y. Também
usamos os seguintes conjuntos de índices: Ig(x) = {i | gi(x) = 0}, I+g (x) = {j ∈ Ig(x) | µj > 0}6 e
I0(x) = {i | xi = 0}.

2 Conceitos Fundamentais de MPCaC

2.1 Estacionariedade
Considere a função Lagrangiano L : Rn × Rm × Rp × Rn → R associada com (1), dada por

L(x, µ, λ, γ) = f(x) + µT g(x) + λTh(x) + γTx.

Nós temos ∇xL(x, µ, λ, γ) = ∇f(x) +∇g(x)Tµ+∇h(x)Tλ+ γ e

∇2
xxL(x, µ, λ, γ) = ∇2f(x) +

m∑
i=1

µi∇2gi(x) +

p∑
i=1

λi∇2hi(x). (3)

A partir da função Lagrangiano, a M-estacionaridade é definida como segue.

Definição 1 ([9, Definição 2.1]). Seja x̄ um ponto viável para (1). Então dizemos que x̄ é um
ponto M-estacionário se existir um vetor (µ, λ, γ) ∈ Rm

+ × Rp × Rn tal que

∇xL(x̄, µ, λ, γ) = 0, (4a)

µT g(x̄) = 0, (4b)
γ ∗ x̄ = 0. (4c)

Os minimizadores locais de (1) são pontos M-estacionários sob CQs pouco exigentes adaptadas
ao MPCaC. Ver, por exemplo, [8, Teoremas 3.2 e 4.7]. A relação entre pontos M-estacionários e
pontos KKT de (2) é a seguinte: se x̄ é M-estacionário, então tomando ȳi = 1 para i ∈ I0(x̄) e ȳi = 0
caso contrário, o ponto (x̄, ȳ) é KKT para (2) [7, Proposição 2.3]. Portanto, a M-estacionariedade
pode ser considerada o conceito de estacionariedade de primeira ordem mais forte para (1). Por
isso, trabalhamos para obter um conceito de estacionariedade de segunda ordem (necessário) para
(1) a partir da M-estacionariedade, que não use a variável auxiliar y.

2.2 Uma Linearização Adequada do Conjunto Viável
Em PNL, as condições de segunda ordem requerem a semidefinitividade positiva da hessiana

da função Lagrangiano sobre o conjunto de direções não ascendentes (o cone crítico). Vamos
considerar o conjunto factível de (1), Ω = {x ∈ Rn | g(x) ≤ 0, h(x) = 0, ∥x∥0 ≤ α}. O cone
tangente a Ω em x̄ ∈ Ω é o conjunto:

T (x̄) =
{
d ∈ Rn | ∃(xk) ⊂ Ω, {tk} ⊂ R+ com tk → 0 e (xk − x̄)/tk → d

}
.

6em que µj é o multiplicador de Lagrange associado a j-ésima restrição de desigualdade
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Um outro cone associado à Ω é definido pelo problema relaxado expresso em (2). O desafio principal
na linearização do conjunto factível, assim como para problemas com restrições de complementa-
ridade (MPCC7), é a restrição x ∗ y = 0, que tem uma natureza combinatória quando ∥x∥0 < α.
Dependendo da escolha de y, diferentes faces do conjunto factível são descritas por essa expressão.
Em [4], foi mostrado que a união dessas faces é baseada na seguinte linearização:

T BS
lin (x̄) =

d ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣
∇gi(x̄)

T d ≤ 0, i ∈ Ig(x̄),
∇h(x̄)T d = 0,
|I0(x̄) ∩ I0(d)| ≥ n− α

 .

Comentário 2.1 ([9, Comentário 2.1]). Assim como em PNL, temos que T (x̄) ̸⊃ T BS
lin (x̄) em

geral. Por exemplo, considere as restrições −x3
1 + x2 ≤ 0, −x2 ≤ 0, ∥x∥0 ≤ 1, o ponto x̄ = (0, 0),

e d = (−1, 0). Note que d ∈ R × {0} = T BS
lin (x̄), mas d ̸∈ T (x̄). Na verdade, toda sequência

{xk} dentro de Ω deve satisfazer (xk
1)

3 ≥ xk
2 ≥ 0 e, portanto, xk

1/tk ≥ 0, o que significa que
(xk − x̄)/tk → d não ocorre.

Em 2018 foi apresentada uma condição de otimalidade de segunda ordem para direções críticas
baseadas em S-estacionaridade (consultar definição e condição em [4]). No entanto, até onde
sabemos, essa condição não é válida se S-estacionaridade for trocada por M-estacionaridade. Veja
o Exemplo 3.1 e sua discussão relacionada. Para estabelecer uma condição de otimalidade de
segunda ordem associada a M-estacionaridade, propomos o seguinte cone linearizado:

Tlin(x̄) =

d ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣
∇gi(x̄)

T d ≤ 0, i ∈ Ig(x̄),
∇h(x̄)T d = 0,
di = 0, i ∈ I0(x̄)

 .

É claro que Tlin(x̄) ⊂ T BS
lin (x̄), mas a inclusão contrária não é verdadeira em geral. Na verdade,

não temos nem mesmo T (x̄) ⊂ Tlin(x̄) em geral [9, Exemplo 2.1]. A única diferença entre esses
conjuntos linearizados está nas componentes nulas das direções: em Tlin(x̄), di deve ser nulo sempre
que xi = 0, enquanto em T BS

lin (x̄) algumas das componentes podem ser diferentes de zero. Veja a
Figura 1, retirada de [9, Figura 1].

x̃

x̂

x1

x3

x2
x̃

x̂

x1

x3

x2

Figura 1: Representação de T BS
lin (x) (figura à esquerda) e Tlin(x) (figura à direita) para ∥x∥0 ≤

α = 2, x ∈ R3. Existem dois pontos: x̂ com x̂1, x̂3 ̸= 0, x̂2 = 0; e x̃ com x̃2 ̸= 0, x̃1 = x̃3 = 0. Em
x̂, ∥x̂∥0 = 1 = n − α, ambos os conjuntos linearizados são compostos por direções d com d2 = 0;
assim, eles coincidem (veja [9, Teorema 2.1]). Em x̃, o conjunto maior T BS

lin (x) abrange direções
com pelo menos uma componente d1 ou d3 igual zero, enquanto Tlin(x) requer ambas d1 e d3 nulas.

2.3 Condições de Otimalidade de 2ª Ordem: Forte e Fraca
Usando Tlin(x̄), somos capazes de definir nossa condição necessária forte de otimalidade de

segunda ordem que não depende da variável auxiliar y. Isso está em conformidade com a M-
estacionariedade (Definição 1).

7Mathematical Programs with Complementarity Constraints

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 10, n. 1, 2023.

DOI: 10.5540/03.2023.010.01.0113 010113-3 © 2023 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2023.010.01.0113


4

Definição 2 ([9, Definição 2.2]). Seja x̄ um ponto M-estacionário de (1). Dizemos que x̄ satisfaz
a condição necessária de otimalidade de segunda ordem forte (MPCaC-SSONC 8) se existir um
vetor multiplicador (µ, λ, γ) ∈ Rm

+ × Rp × Rn associado a x̄ tal que

dT∇2
xxL(x̄, µ, λ, γ)d ≥ 0 para todo d ∈ CS(x̄),

em que CS(x̄) é o cone crítico forte de MPCaC definido como

CS(x̄) = {d ∈ Tlin(x̄) | ∇f(x̄)T d ≤ 0}.

Comentário 2.2 ([9, Comentário 2.2]). Se x̄ é M-estacionário, então:

CS(x̄) =
{
d ∈ Tlin(x̄) | ∇gi(x̄)

T d = 0, i ∈ I+g (x̄)
}
. (5)

É bem conhecido no campo da PNL que a condição necessária de segunda ordem forte não pode
ser esperada nos pontos limite de algoritmos práticos [3]. Em vez disso, o conceito adequado neste
contexto é a condição necessária de segunda ordem fraca, que consiste em relaxar os requisitos em
relação a ∇g em (5). Derivamos uma condição de otimalidade necessária de segunda ordem fraca
adaptada ao MPCaC (MPCaC-WSONC9), que substitui o cone crítico forte CS(x̄) na Definição 2,
por um conjunto menor CW (x̄) ⊂ CS(x̄) chamado cone crítico fraco e definido como

CW (x̄) =
{
d ∈ Tlin(x̄) | ∇gi(x̄)

T d = 0, i ∈ Ig(x̄)
}
. (6)

2.4 Condições de Qualificação das Restrições
No caso do MPCaC, assim como no MPCC, é necessário discutir as condições de qualificação

das restrições para satisfazer os conceitos de primeira e segunda ordem nos minimizadores. A
abordagem comum para definir essas condições é exigir uma condição de qualificação padrão no
problema não linear apertado (TNLP10(x̄)).

minimizar f(x)
sujeito a g(x) ≤ 0, h(x) = 0,

xi = 0, i ∈ I0(x̄).
(7)

Usando essa estratégia, várias CQs padrão foram adaptadas para MPCaC, garantindo M-
estacionariedade (consulte [6]). Além disso, observe que a M-estacionariedade para x̄ é exatamente
a condição KKT para TNLP(x̄), e Tlin(x̄) é apenas o cone linearizado padrão de (7).

Em PNL padrão, as CQs mencionadas em [6] atestam a otimalidade de segunda ordem nos mi-
nimizadores locais. Outra CQ com essa propriedade é a CQ posto constante relaxado (RCRCQ11),
definida em [10]. Essa condição relaxa os requisitos em CRCQ12 sobre as restrições de igualdade.
A seguir, definimos sua correspondente ao MPCaC impondo a condição RCRCQ em TNLP(x̄).

Definição 3 ([9, Definição 2.3]). Dizemos que um ponto x̄ ∈ Ω está em conformidade com a
condição de qualificação de restrição de independência linear de MPCaC (MPCaC-LICQ13) se os
gradientes

∇gi(x̄), i ∈ Ig(x̄), ∇hj(x̄), j = 1, . . . , p, ei, i ∈ I0(x̄),

em que ei é o i-ésimo vetor canônico, são linearmente independentes.
8Strong Second-Order Necessary Conditions
9Weak Second-Order Necessary Conditions

10Tightened NonLinear Problem
11Relaxed Constant Rank Constraint Qualification
12Constant Rank Constraint Qualification
13Linear Independence Constraint Qualification
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Definição 4 ([9, Definição 2.5]). Dizemos que a condição de qualificação de restrição de posto
constante relaxado de MPCaC (MPCaC-RCRCQ) é válida em um ponto viável x̄ ∈ Ω se existe
uma vizinhança N(x̄) de x̄ tal que para todo I ⊂ Ig(x̄), a família de gradientes

∇gi(x), i ∈ I, ∇hj(x), j ∈ {1, . . . , p}, ei, i ∈ I0(x̄)

tem o mesmo posto para todo x ∈ N(x̄).

MPCaC-RCRCQ é estritamente implicado por MPCaC-CRCQ mesmo na ausência de restrições
de igualdade h(x) = 0, devido à diferença relacionada aos vetores canônicos ei. O próximo exemplo
ilustra isso com uma situação interessante.

Exemplo 2.1 ([9, Exemplo 2.2]). Para quaisquer restrições g(x) ≤ 0, h(x) = 0, ∥x∥0 ≤ α para
as quais x̄ = 0 é viável, MPCaC-RCRCQ é válida em x̄. Isso ocorre porque ei, i ∈ I0(x̄), formam
a base canônica de Rn. Por outro lado, MPCaC-CRCQ não necessariamente é válida em x̄, por
exemplo, g1(x1, x2) = x2

1 + x2 ≤ 0 e ∥x∥0 ≤ 1. Pois, as condições para CRCQ não são válidas em
x̄ quando I = {1} e I0 = {2}.

3 Validade de MPCaC-W/SSONC em Minimizadores e Re-
lações com Estacionaridade Padrão de Segunda Ordem

Similarmente a PNL padrão [1, 2], MPCaC-RCRCQ é uma CQ para a estacionariedade forte
de segunda ordem, como enunciamos a seguir:

Teorema 3.1 ([9, Teorema 2.4]). Seja x∗ um minimizador local de (1) e suponha que MPCaC-
RCRCQ é satisfeita em x∗. Então, x∗ é M-estacionário e, para qualquer vetor multiplicador
associado (µ, λ, γ), x∗ satisfaz a condição MPCaC-SSONC, isto é,

dT∇2
xxL(x∗, µ, λ, γ)d ≥ 0

para todo d ∈ CS(x∗), onde CS(x∗) é o cone crítico forte MPCaC, definido em (5).

Comentário 3.1. Queremos ressaltar que além da nossa condição não utilizar a variável auxiliar
y, ela também é a mais adequada para MPCaC, uma vez que o nosso cone linearizado é de fato
mais adequado para definir condições de segunda ordem e no exemplo a seguir isso fica mais claro.

Exemplo 3.1 ([9, Exemplo 2.3]). Consideremos o problema tridimensional

minimizar 1
2

[
(x1 − 1)2 − x2

2 − x2
3

]
sujeito a x2 − x3

3 = 0, ∥x∥0 ≤ 2.

O ponto viável x̄ = (1, 0, 0) é um minimizador local isolado, uma vez que (1, t3, t), t ̸= 0, não é
viável. É claro que MPCaC-RCRCQ é válida em x̄, e assim x̄ é M-estacionário com multiplicadores
λ e γ = (0,−λ, 0) (veja a Definição 1). Para qualquer λ ∈ R temos

∇2
xxL(x̄, λ, γ) =

 1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 e CBS(x̄) = R× {0} × R,

em que CBS é cone crítico construído a partir da linearização T BS
lin . Tomando d = (0, 0, 1) ∈

CBS(x̄), temos dT∇2
xxL(x̄, λ, γ)d = −1 < 0. Por outro lado, CW (x̄) = R × {0} × {0} e assim

MPCaC-WSONC é válida em x̄.

E um último resultado muito importante que obtivemos está enunciado a seguir:
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Teorema 3.2 ([9, Teorema 4.2]). Seja x̄ um ponto factível para (1) e defina ȳ colocando ȳi = 1 se
i ∈ I0(x̄) e ȳi = 0 caso contrário. Então x̄ é um ponto MPCaC- WSONC se, e somente se, (x̄, ȳ)
satisfaz a WSONC padrão para (2).

O Teorema 3.2 afirma que a MPCaC-WSONC é equivalente à WSONC para o Problema Re-
formulado (2). No entanto, o cone crítico de PNL padrão CW

PNL é inconsistente em alguns casos,
enquanto a MPCaC-WSONC funciona apenas com a variável original x. Assim, a MPCaC-WSONC
é para WSONC o que a M-estacionariedade é para KKT. O exemplo a seguir ilustra uma situação
em que a WSONC padrão falha.

Exemplo 3.2 ([9, Exemplo 4.1]). Considerando o problema tridimensional de minimização de
x2
1 + x2

2 + x2
3 sujeito a ∥x∥0 ≤ 2, para o qual x̄ = (0, 0, 0) é a solução global. Seu problema

reformulado é

minimizar x2
1 + x2

2 + x2
3

sujeito a 3− y1 − y2 − y3 ≤ 2, y ≤ e, xiyi = 0, i = 1, 2, 3.

É fácil verificar que (x̄, ȳ) = (0, 0, 0, 0, 3/4, 3/4) é KKT para o problema acima com multiplicadores
µe = 0, µy = (0, 0, 0) e qualquer λc ∈ R × 02. Ao verificar o termo quadrático computado com a
hessiana conseguimos reduzir à seguinte expressão:

2∥dx∥22 + 2λc
1d

x
1d

y
1. (8)

Observe que para (dx, dy) = (1, 0, 0, 1, 0, 0) ∈ CW
PNL(x̄, ȳ) e λc = (−2, 0, 0), a expressão (8) é

negativa.

No Exemplo 3.2, a solução x̄ = (0, 0, 0) satisfaz a qualificação de restrição mais rigorosa MPCaC-
LICQ. Além disso, ela satisfaz a estacionariedade de segunda ordem em ambos os sentidos MPCaC-
WSONC e WSONC padrão; de fato, ela está em conformidade com WSONC tomando λc = (0, 0, 0)
e ȳi > 0 para i = 1, 2, 3 (por exemplo, ȳ = (1, 1, 1)). No entanto, se um algoritmo obtém x̄ = ȳ = 0,
pode falhar em declarar a convergência usando a otimalidade de segunda ordem padrão. Portanto,
estabelecer a convergência usando MPCaC-WSONC é mais apropriado.

4 Considerações Finais
Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre condições de otimalidade de segunda ordem

e qualificações de restrições para problemas com restrições de cardinalidade (MPCaC), e propo-
mos duas novas condições adaptadas, MPCaC-SSONC e MPCaC-WSONC, e uma qualificação de
restrição, MPCaC-RCRCQ, baseada na RCRCQ [10]. Comparamos a MPCaC-WSONC com a
WSONC usual e mostramos que a primeira exclui problemas oriundos da variável artificial y. No
artigo completo, um algoritmo primal (seguro) de Lagrangiano aumentado foi considerado e sua
convergência global para pontos de segunda ordem foi estabelecida e também provamos que, além
de pontos M-estacionários, o algoritmo alcança pontos MPCaC-WSONC. Até onde sabemos, esta
é a primeira vez que a convergência até a estacionariedade de segunda ordem foi estabelecida para
um algoritmo aplicado a MPCaC.
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