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Resumo. Neste trabalho, é apresentada uma formulagdo mista estabilizada-regularizada de ele-
mentos finitos nas varidveis primais, para escoamentos incompressiveis de fluidos pseudoplasticos
com tensdo limite do tipo Herschel-Bulkley (viscoplastico néo-linear). A formulagdo é construida
com base no método de lagrangeano aumentado-regularizado e num método de estabilizagao via
minimos quadrados, usando interpolagdes continuas para a velocidade e descontinuas para a pres-
sao. Uma analise de estabilidade é apresentada estabelecendo-se uma condicao suficiente em fungao
dos parAmetros de estabilizacao e regularizacao.
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1 Introducao

A pseudoplasticidade é um dos efeitos mais encontrados em escoamentos de fluidos ndo newto-
nianos e se caracteriza pela nao linearidade entre o tensor de tensoes e o tensor taxa de deformacao.
A equacao constitutiva mais comumente aceita como um bom modelo, e pela relativa simplicidade,
é uma relacdo de poténcia entre aqueles dois tensores (power-law). Definindo uma viscosidade apa-
rente pode-se introduzi-la no contexto da teoria de fluidos generalizados e gerar, para escoamentos
nao convectivos, um tipo de problema de Stokes generalizado [2]. Devido ao carater ndo-linear
desses modelos, s6 ha solucoes analiticas para poucos casos particulares e a alternativa sao mé-
todos numéricos. Uma dificuldade adicional quando se trata de escoamentos incompressiveis é
a restricao interna de divergéncia nula, que também ocorre nos casos lineares, e para o que os
métodos classicos podem gerar instabilidades. Para superar essas limitagoes, [8] propuseram um
método estavel de elementos finitos mistos para o problema linear acomodando igual ordem para
as variaveis e [2] generalizaram essa formulacdo para o caso de fluidos pseudoplasticos obtendo
matematicamente através da versao discreta do teorema de Scheurer [9], que é uma generalizagao
do teorema de Brezzi [3], as faixas de estabiliza¢do e alcangando as mesmas vantagens do caso
linear. Fluidos que comecam a se mover quando a tensao cisalhante é maior que um valor critico
sao chamados de fluidos com tensdo limite (viscoplasticos), para os quais duas regides podem ser
distinguidas: uma regiao fluente, onde o comportamento é como o de um fluido, newtoniano ou nao
newtoniano, e uma regiao rigida, comportamento de corpo rigido, [10]. O modelo constitutivo mais
antigo para os viscoplasticos é o de Bingham [1], que possui uma descontinuidade quando a taxa de
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cisalhamento é zero, dificultando a obtengao de solugao analitica ou via métodos numéricos. Mate-
maticamente o modelo prevé uma curva linear da tensao com a taxa de deformacao a partir de um
valor limite, abaixo do qual nao ha escoamento. Dois tipos de abordagem podem ser destacados:
formulagoes que introduzem a restri¢ao de descontinuidade no funcional lagrangeano através de
um multiplicador (com regularizagio, por exemplo), gerando um funcional lagrangeano aumentado
[7]; ou regularizacao do termo da viscosidade efetiva diretamente, que encontram dificuldades para
prover solugdes precisas, especialmente para altos valores da tensao limite, [5]. Para superar estas
limitagoes, [5] introduziram um método de elementos finitos mistos estabilizados-regularizados, in-
cluindo um multiplicador com regularizagdo do termo da tensdo limite na formulagao estavel de [8].
Analisaram matematicamente e obtiveram resultados numéricos estéveis para niimeros de Bingham
extremamente altos, superando os métodos de até entao. Além do modelo idealizado de Bingham,
muitos problemas praticos possuem propriedades que se ajustam ao modelo de Herschel-Bulkley
[10] que, diferentemente do de Bingham, prevé escoamento pseudoplastico (ndo-linear) a partir de
uma tensdo limite. Fluidos de Herschel-Bulkley apresentam todas as dificuldades apresentadas pe-
los fluidos pseudoplasticos puros e pelos fluidos viscoplasticos ideais de Bingham. Neste trabalho,
com base nos métodos de [2] para fluidos pseudoplésticos e de [5] para fluidos de Bingham, uma
nova formulagao é apresentada para um problema geral pseudopléstico com tensao limite, material
de Herschel-Bulkley, através de uma formulagao estabilizada-regularizada, com a introdugao de
um funcional regularizador aumentado. Uma anélise matemética para a formulacao é apresentada,
obtendo-se uma condicao suficiente de estabilidade em fungao dos pardmetros de estabilizacao.

2 Problema Modelo

Seja 2 um dominio em R™ com contorno suave I". Consideraremos o problema de escoamento
lento, incompressivel e estacionario governado por: —div o = f em (2, onde o € o tensor de Cauchy
para um fluido, f as forcas de corpo e div o é a divergéncia de o. A equagdo governante esté sujeita
a restrigdo de incompressibilidade div u = 0 em {2, onde u é o campo de velocidade. O modelo de
Herschel e Bulkley descreve, de uma forma mais geral, certos fluidos ndo newtonianos e apresenta
uma dependéncia tensao-taxa deformacao nao-linear na regiao de escoamento. E importante notar
este modelo constitutivo prevé quando a tensao de cisalhamento é menor que a tensado limite.
Assim, escrevendo em termos da viscosidade aparente (u,) o modelo de Herschel-Bulkley, temos

r(u) = (|<u>| Ky |e<u>“) () = jra (w)e(u), W

onde 7, é a tensdo limite, K é o pardmetro de consisténcia, a é o indice da lei de poténcia, e(u) =
(Vu+ V7Tu)/2 ¢ o tensor taxa de deformagdo e ju,(u) = p(u), para simplificar. A partir desta
equagao, observamos que este modelo prevé uma relagado nao-linear entre a tensao de cisalhamento
e a taxa de deformacao. Para este modelo assumiremos que a viscosidade p varia com o tensor
da taxa de deformagao, definindo uma funcao de viscosidade aparente p: [sg, Soo] — R4, como
uma aplicagdo continua regular, dada por u(s) = pps® 2, onde pp > 0 em R é o parametro de
consisténcia e « €]1,2[ é o indice de poténcia. As constantes positivas sy e so, representam os
limites finitos da taxa de deformagdo, gerando os platos de viscosidade pg e poo para baixa e
alta taxa de deformacao, respectivamente, tal que 0 < poo < p(s) < po. Nota-se que se a = 2
trata-se de fluido newtoniano; se 1 < a < 2 é o caso de pseudopldsticos e se 2 < a < 00 € 0
caso de dilatantes. A partir das equagoes de conservagdo do momento linear, da continuidade
e da relacao constitutiva, obtemos o problema de Stokes generalizado considerando o modelo de
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3
Herschel-Bulkley. Assim, dados f e @, determinar {u,p} tal que
—div (p(u)e(un)) + Vp=1f em €, (2)
divau=0 em 9, (3)
u=u em T, (4)

onde foi considerada condi¢ao de Dirichlet em I' e p é a pressao hidrostatica;

3 Formulacao Mista Estabilizada-Regularizada

Seja o espago, L*(Q) = {u|u mensuravel e [, lul> dQ < oo}, com produto interno (u,v) =
Jouv d, Yu,v € L*(Q) e com a norma usual [|ul]> = [[uld = [, [u]> dQ = (u,u), Yu € L*(2).
Seja o espago H}(Q) = {ue H'(Q); u=0emT}, com H'(Q) = {ue L3(Q) | Vue L*(Q)} e

a norma usual |ul? = [Jul|3 + ||Vul?, Vu € HY(Q). Sejam V e W os espagos para velocidade
e pressio definidos por: V = {ve H}(Q) x H}(Q)} e W = {p € L*(Q),(p,1) =0}, com suas
respectivas normas, |[v||v = ||v||1 e ||pllw = ||pllo- Seja © um dominio poligonal discretizado por

uma malha classica uniforme de elementos finitos com N, elementos. Sendo SF(f2) o espago de
elementos finitos de polinémios continuos em €2 de grau k, classe C?, e QZ(Q) o espago de elementos
finitos de polinémios descontinuos em 2 de grau [, classe C~!, definimos os espacos de aproximacao,
Vi = (SEO)NH ()™ e W, = Q) (Q)NL3(Q), para a velocidade uy, com interpolages continuas e
para a pressao py com interpolacgoes descontinuas, respectivamente. Assim, com base na formulagao
estabilizada de [2] para problemas nao-lineares sem tensdo limite e da formulagdo regularizada
de [5], construimos a seguir a formulac¢do variacional estabilizada-regularizada consistente para
escoamento de fluidos pseudopléasticos com tensao limite. Para facilitar as analises e o uso da
condicao LBB, reescreveremos a pressao descontinua como: p, = pj + Dy, com p; € W;l =
{pz € L3(Q): Joe Py dQ° = 0; Vp§, = Vpi*}, onde Wzl € o subespago da pressao com média nula
em cada elemento e p;, € Wi] = {pn € L*(Q): Vp;, = 0, D}, = [ 5, dQ°/ [, d2°}, sendo Wil 0
subespaco da funcdo constante por parte, onde pj é a restricao de p; no elemento (2¢. Com isso,
escreveremos o Problema PG}, :

Problema PGY,: Dado f € V', encontrar {uy,,p},B,} € Vi x Wi x Wil, tal que

(A5, (UR) Vi) + g (Vi) + Bu (B, va) = F (Vir) Y {va, ¢} € Vi, x Wi, (5)

—l
By, (G,un) =0 Vg, € Wy, (6)
(7)

onde (A, (UR) . Vi) = (n(un)e(un), €(vn)) + Bn (pp vi)

—+ 5219 (divuh, diVVh) + Bh (q;;, uh)
51h?
+ 119 (_Auuh + Vpp, —Auvy + Vq}t)h ) (8)
. e(up) - e(vn)
Jn(Ve) =T, ——— . (9)
! ! le(un)[? + n?
Bh (p;kwvh) = - (p;adivvh)h P Bh (ﬁ}uvh) = - (pha divvh)h 5 (10)
51h?

Eyi(Vi7) = £(vn) + =5 (£ =89+ Vi), (11)

com (¢, ¢), = Zivz"l Joi ¥ - ¢ dz, h o parametro de malha, 01,02 > 0 como parametros de es-
tabilidade e ¥ um parametro dimensional. A norma induzida pelo produto interno (-,-), sera
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definida como || - ||5. Para simplificar a notacao adotaremos a definicao: A, u = div(u(u)e(u)),
onde p(u) ndo é constante. Nota-se que quando §; = J; = 0 o Problema PGy, se reduz a for-
mulagdo de Galerkin que pode exibir trancamento da velocidade e oscilagbes espturias da pres-
sdo. Para o método de Galerkin, k e [ devem ter ordens diferentes [6]. A nao linearidade
deste problema é introduzida pela lei da viscosidade dada por uma fungao continua e limitada,
p: RTY — RY) com pree < p(s) < po, onde pig € pioo S0 reais positivos que limitam a viscosi-
dade aparente a baixas e altas taxas de deformacao, respectivamente. Identificando o subespaco
K, C Vj, como Kj, = {Vh € Vi: B, (g, vi) =0, Vg, € Wh}, podemos considerar a seguinte
forma reduzida: (A, (U}), Vi) = (A5 (UF), Vi) + o (Vi)

4 Analise Numérica

Considerando a limitacao da viscosidade e do seu gradiente, os proximos resultados propoem
generalizagoes da estimativa inversa de [4], que sera chave para a andlise matematica apresentada.

Lema 4.1. (Estimativa inversa generalizada) Seja u(s), s € R uma fung¢ao continua e limitada,
tal que poo < p(s) < po e ||Vu(s)llo < M. Existe uma constante positiva C, independente de h,
tal que h||Ayuplo < Clle(un)|lo, onde C = poCh + M. (Demonstracio: Ver [2]).

Lema 4.2. Assumindo as consideracées do Lema 4.1, existe uma constante C; > 0, tal que
Al — A, + Aywvnllo < Cille(un) — e(vi)llo, Yun, va € Vi com h > 0. A constante C; ¢ dada

por: Cp = 4 | (pdC% + M?) + (14 CHM?C% sup |le(vn)|3|, onde Ck € a constante de Korn.
V]—,EV;’?
(Demonstragao: Ver [2]).

A fim de lidar com os parametros de malha que surgem das estimativas inversas, definimos uma
nova norma, dependente da malha, equivalente a norma espago produto ||U||% = ||ul|? + ||p||3:

Definicao 4.1. Seja |Un|ln = |Unll + h (||Aunllo + [le(un)llo + IVPrllo), com b > 0 o pardmetro
de malha, uma norma dependente da malha sobre o espago Hg(Q) x L?(2) equivalente a norma
do espago produto Vi x Wi, com |[Uplln < |Unlln < pllUnlln ¥ Un € Vi x WE, onde p =
14+ maz{C + 1,w} e w € constante da estimativa inversa para a pressao, [2].

Verifica-se, entao, as hipoteses do teorema de Scheurer que estabelece as condigbes de existéncia
e unicidade para problemas nao-lineares, através dos teoremas a seguir para o Problema PG, .

Teorema 4.1. (Continuidade de (A} (-),-)). Eriste uma constante positiva ., independente de h,
tal que |(}, (U*)~ 75 (Vi) U Vi)l < 30 = Vil U5 =V s para todo U* € HE(R) x L3(9)
e Up, Vi€ Vi x Wil

Demonstragio. Usando a desigualdade triangular na forma bilinear (A4, (U, +), Vi), temos

(A5 ) = 25, (Vi) Ui = Vi )| < In(u)e(u) = p(va)e(va), e(un) = e(va))
+[Bn (P = qpun = V)| + | B (pr, — g, u = V)|
+ %’ (Apu—Auvy + V(" —q), Apan — Auvi + V(pg, — a3)) ‘
[ el ew) — )
Q

+ 999 | (divu — divvy, divay, — divvy)| +
Vie(an) —e(va)]2 +n?

(12)
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Considerando o termo da tensdo limite, da condigdo de regularidade sobre |e(u) —€(v)| e da
limitagao C;1 < |e(uy) — evy,)| < Csq, ficamos com o seguinte resultado

le(u) — e(va)| - [e(un) — e(v)|
/ infy/|e(up) — e(vp) 2 + 72 M= \/CQ—l—n /‘

1
Da continuidade de (u(u)e(u) — p(vp)e(vr),e(un) — e(vy)) [7], da desigualdade —||divuy, |l <

NG

—e(vp)| - le(up) —e(vp)|dQ  (13)

lle(up)llo < ||lup)|l1, do Lema 4.2 e agrupando os termos, temos

. . 5
‘(Ah (U*) — A (Vi) Us — Vh*)‘ < max {KH 4 s + 0271772 Jn, 191}
1

[(IIu = Vally + [IP" = gillo) + 2 (Ci ([[Au = Avillo + [le(u) — e(va)llo) + VD" = Vzllo)

X (lan = valls + llpr, = gillo) - (14)

Como ||Uf|lm = ||unllr + ||} |lo e identificando os termos da norma || - ||, definida em 4.1, temos
(35 ™) = A Vi) U = Vi) | < 7l = Vil 10 = Vi, (15)
onde 7, = max KH—&—m%g—I—Tiy\/ﬁé—l O
c \/m7 b /19

Teorema 4.2. (Coercividade de (A, (-),-)). Existe uma constante positiva e, independente de
h, tal que ‘(ZZ Uz) - AL (Vi) Up — V;)‘ > v ||Us — ViE |3, para todo Uy, Vi € VE x Wil

Demonstragio. Da definicio da forma (4, (-),-) podemos escrever

(5 U3) = A5 (Vi) Ui = Vi) = (plan)e(un) = p(va)e(va), e(wn) = e(vi))

51k .
17” — Ajup + AV + V05— gl

o[ [e(an) — e(vi)] - [e(un) — e(va)]
- y/Q V0e(ur) — e(vi)]? + n? - (16)

Considerando o termo da tensdo limite, como C; < |e(up) — e(vp)| < Cy e usando a elipticidade
do termo (p(up)e(ur) — p(vp)e(vp), e(ur) — €(vy)), como em [7], temos

+ 5219||d1vuh - leVhHO + 2By, ( qh7 u, — h) +

(A5 U3) = A5 (Vi) Uit = Vi) 2 v Ko lle(wn) = e(va) [ + 820 divuy, — dive 3

51}7,2 « « T
+2By, (ph, — s, un — h)+7||—Auuh+Auvh+v(ph—Qh)”g‘i'\/ﬁ\\ﬁ(uh)—G(Vh)Hg-

(17)

£a? glfqbq 1
Utilizando a desigualdade de Young: ab < >— e escolhendo & = 53 ep=q=2, temos

p q 2

(A5 ) = A5 (Vi) Uit = Vi) = 7K lle(wn) = e(va) I3
51 h? 1 3

+ 119 | = Apan + Apvi + V(pj, h nllg i (18)

— a5 - 5,0 1Ph — aullo + WIIE(U}») —e(vn)llg.
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1 1
Usando a desigualdade de Young para um ¢ > 0 e sendo rq, ro > 0, tais que — + — =1, temos

LT
(A W) = T ()02 = Vi) = 222 etwn) — et 3+ 22 eCan) — eI
— sgloi =il + 2 (1= 1) 1= a0+ 8,2
# 250 DIV = )+ el = ()l (19
Do Lema 4.2 e escolhendo ¢ = %, temos

T* * 7 * * * ’}/K T
(5 U0 =0 (030) Ui = Vi) = S eCan) = vl + — s em) = e(vi)
2
VK Ho:
Py + 51<T2 + Cl>

1 * * * *
- @Ilph — ayll5 + 1 IV (0}, — a3 (20)

Da desigualdade de Poincaré, h?||Vg;||2 > v,|lq; |13 e da desigualdade de Korn, temos

(A5 i) = A5, (Vi) U = Vi) = e (Ihwn = vl + g — a5 3) (21)
. ) CyKpn Cry YK 17 1
com v, = min + ' , — — 7, desde que
i { 71 \ /C% + 772 19’)/KH + 61 (7’2 -+ Cl) 620 4
vkod17p 1 }
—— | >0 22
[19’}/]60 + 61 (Tg + Cl) o0 ( )

O

A desigualdade (22) apresenta uma condi¢do suficiente para a estabilidade do Problema PG7,
e esta relagao entre os parametros de estabilidade 61, §o fornece um critério para a escolha destes.
Basta, por exemplo, escolher §; e estimar através de (22) o pardmetro d;. Em alguns casos é
possivel estimar as constantes que surgem na andlise para alguns problemas em particular [§].

Teorema 4.3. (Continuidade de By(-,-)). Existe uma constante positiva yg, independente de h,
tal que B, (B — D, wn — va) < v8l[D—Pllo |U; = Vit lln, para todo p, € Wy, e Uy, Vi € Vi x Wil

Demonstragao. A continuidade de By (-, -) deriva da aplicacao direta da desigualdade de Holder-

Schwarz e do uso da desigualdade — ||divuy|jo < |le(up)|lo < |Jun|l1, onde obtemos yg = /n. U

NG

Teorema 4.4. (Condi¢io LBB para By (q,,v)). Para todo Vi, € VE x Wh com k > 2, existe

Br(qy, v —
uma constante positiva By, independente de h, tal que sup |h|(;]h|7|h)| > Bullapllos Ya, € VVlh.
v EVy hll1

Demonstragao. Este resultado pode ser visto em [6]. O

Com isso, verificou-se as hipoteses do teorema de Scheurer para o problema PGj,, estabelecendo
a existéncia e a unicidade da solugao.
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5 Conclusoes

Neste trabalho, foi apresentada uma formulacao mista de elementos finitos estabilizada e re-
gularizada, com interpolagao continua para a velocidade e descontinua para a pressao, para um
problema de escoamento estacionério incompressivel nao-linear que modela fluidos pseudoplésticos
com tensao limite regidos pelas relagbes constitutivas do modelo de Herschel-Bulkley (viscoplastico
nao-linear). Desenvolveu-se uma analise mateméatica que comprovou a estabilidade dessa formula-
¢ao, através da verificagao das condigoes do Teorema de Scheurer que estabeleceu uma condigao
suficiente para relacionar os pardmetros de estabilizagao com o valor do limite de escoamento im-
posto pela restricao de desigualdade de Herschel-Bulkley. Foi possivel aqui restringir a condigao
LBB a pressao constante por parte que facilita a satisfacdo da condigao e transfere a responsabili-
dade com a condigao de elipticidade para o operador nao-linear modificado.
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