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Resumo. Neste trabalho, abordamos a norma Ha,ti recentemente introduzida para sistemas linea-
res com saltos Markovianos a tempo discreto, através de um levantamento estatistico sob a forma
de performance profile, ou perfil de desempenho. Comparamos duas solugoes sintetizadas via desi-
gualdades lineares matriciais para o problema de controle nesta classe de sistemas, com observagao
parcial da cadeia de Markov via detector, para o classico problema Hy e para o novo indice de
performance Hayi baseado em impulso em tempo aleatério. Instancias aleatorias foram geradas e
os perfis sdo semelhantes para cadeias ergddicas e apontam uma clara superioridade do Hayti para
cadeias periodicas.

Palavras-chave. Sistemas lineares com saltos Markovianos, cadeia de Markov escondida, norma
Hs, sistemas lineares estocasticos.

1 Introducao

Os sistemas de controle sdo importantes para a sociedade, podendo ser encontrados na industria,
nas casas, nos veiculos e em diversas aplicagoes. Entre os diversos requisitos de um sistema de
controle, é essencial a criagao de mecanismos que possibilitem que o sistema continue a operar de
forma segura ante falhas e mudancgas abruptas em suas estruturas internas. Nesse contexto, os
Sistemas Lineares com Saltos Markovianos (SLSM, ou no inglés, Markov Jump Linear Systems -
MJLS) destacam-se e tém sido um tema de pesquisa muito ativo nas tultimas décadas, com diversos
resultados na literatura [1-3, 5, 7-9].

Os SLSM constituem uma classe de sistemas dindmicos lineares estocasticos, com um conjunto
finito M de modos de operacao, que sao modelos para cada uma de suas dindmicas internas. Estes
modos sdo representados por uma cadeia de Markov (aqui denotada por ). No contexto deste
trabalho, trataremos dos SLSM a tempo discreto, onde a cada instante de tempo k& > 0 o sistema
estd atuando com uma dindmica especifica de M. No entanto, no préximo instante k41 a dinAmica
interna pode “saltar” de 6(k) =i para 0(k + 1) = j, j # i, aleatoriamente, de acordo com a cadeia
de Markov.

Uma dificuldade bastante comum na implementagdo dos SLSM é quanto & observagao dos mo-
dos do sistema. A observagao perfeita (sem erros) da cadeia é invidvel ou dificultada em varias
aplicacoes do mundo real, e assim torna-se importante uma abordagem sem a observagao da ca-
deia ou, pelo menos, com observacao indireta ou imperfeita. No presente trabalho, a cadeia de
Markov nédo é observada diretamente, mas por meio de um detector (aqui denotado por 7), que
é um processo estocastico ligado a cadeia e que é observado. Esse cenério de observacao é comu-
mente chamado de cadeia de Markov escondida ou simplesmente detector (hidden Markov chain
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ou detector approach). Assim, a cada instante, a cadeia no estado (k) = i excitara uma saida do
detector n(k) = £ com uma determinada probabilidade g;.

Uma politica de controle {u(k), k > 0} pode ser avaliada sob diferentes indices de performance,
um dos quais é amplamente conhecido como “norma Hs”. Este indice, a grosso modo, avalia o quao
rapido a politica faz o sistema convergir para um ponto de equilibrio, que normalmente é o zero.
Mais especificamente, com o sistema em equilibrio (em zero) é aplicado um impulso unitério no
tempo k = 0 para perturbéa-lo, e entao é medido como a norma da saida do sistema responde ao
impulso ao longo do tempo, dando-nos uma medida de desempenho da politica escolhida, conforme
a norma convirja mais ou menos rapidamente para zero. Ja existe uma solucao via Desigualdades
Lineares Matriciais (Linear Matriz Inequalities—LMIs) bastante conhecida referente ao indice Ha,
apresentada no Theorem 3 de [7] (e reproduzida aqui, no Teorema 3.1, por conveniéncia).

Ocorre que a norma Hs nao é invariante no tempo, de forma que, se o impulso for aplicado em
diferentes instantes, teremos diferentes valores de norma Hs, vide [6]; nesse artigo, motivado por
esta questao da varidncia no tempo da norma Hs, os autores trazem um novo indice de performance
chamado Hay; (Ha with random-time impulse — Hy com impulso em tempo aleatério), que é um
indice baseado no Hs, mas invariante no tempo.

No presente artigo, trazemos uma comparagao entre os desempenhos das politicas de controle
calculadas com ambos os indices Hy (utilizando as LMIs do Theorem 3 de [7]) e Hayy; (utilizando as
LMIs do Theorem 3 de [6]), em termos da norma da saida como resposta a perturbagoes gaussianas
e perturbagoes do tipo “zero-um”, em quatro intervalos de tempo entre k = 500 e k = 4000, como
explicado na Segao 4.

Geramos dois grupos de instancias aleatorias, um com cadeias de Markov ergodicas e outro
com cadeias periddicas. Os resultados obtidos apontam clara superioridade da solucao obtida com
o indice Ha,t; para cadeias periodicas; para cadeias ergddicas o desempenho das solugoes de ambos
os indices sao semelhantes.

2 Notacoes e definicoes

Neste artigo, as configuragoes sdo como em [6, 7]. Consideramos o espago de probabilidade
fundamental (Q,P,F), munido do operador esperanca E(-) e esperanga condicional E(-|-). O
espago de estados da cadeia de Markov # é M = {1, ..., N}, com 0 = {0(k) € M, k > 0}, e o espago
de estados do detector n é D = {1,..., Ny}, com n = {n(k) € D,k > 0}. Assumimos que, para
todo i,7 € M, ¢ € D,

(1)

POk +1)=j|0(k) =i) =pi, POK)=i)=mk),
P(n(k) =] 0(k) =) = que-

Ainda, escrevemos D; = {¢ € D : g;y > 0} o conjunto das saidas ¢ excitadas por i. Abaixo, o
SLSM em estudo é denotado por ®.

a:(k + 1) = Ag(k)l‘(k) + Bg(k)u(k) + Eg(k)w(k),
P y(k) = Coyz(k) + Do(ryu(k), (2)
6(0) ~ 7(0), z(0) = 0.
Os parametros do SLSM sao as matrizes reais conhecidas A;, B;, F;, C;, D; de dimensdes n X n, n X

My, M X Ny, My X T € Ny X Ny, Tespectivamente, para todo ¢ € M. Os processos {z(k)}, {u(k)},
{w(k)} e {y(k)} sdo respectivamente o componente continuo do estado® do sistema, o controle,

40 estado do sistema no instante k ¢ dado pelo par (z(k),8(k)), em que o componente z(k) pertence a R™, espago
continuo, e O(k) pertence a M, espago discreto.
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a entrada exdgena e a saida. A distribui¢do inicial w(0) é dada. Nesse modelo, assumimos uma
politica de controle de realimentacao de estado na forma

u(k) = Kyryx(k), (3)

em que as matrizes reais K = {K, € R"*" { € D} sio chamadas ganhos do controle.
Para cada j € M e um conjunto de matrizes reais V = {V;; € R"*" : i € M, ¢ € D}, definimos

os operadores
D;(V) = Z z DijqieVie-
iEMLED;

Considere e; sendo o j-ésimo vetor da base canénica de R, 7 > 0 inteiro fixado, e o processo
estocastico e, = {e,(k),k > 0} satisfazendo P(e,(7) = e;) = 1/n, para cada j = 1,...,ny, €
P(e-(k) =0) =1 para todo k > 0, k # 7. As seguintes defini¢ées sao adaptadas de [6].

Definigao 2.1. A norma Hy associada ao sistema ®, denotada por ||®||2, € definida por
10113 = nu S E(E(ly(k) I | w(k) = eo(k)) ) (4)
k=0

Vale a pena mencionar que os autores em [6] escrevem uma definigao diferente da classica para o
indice Hs, facilitando a notagao e os calculos. Nessa modificagao, o impulso unitério foi substituido
pelo processo estocéstico e, com 7 = 0. No Remark 1 do artigo, eles mostram a equivaléncia das
duas definigoes, simplesmente usando o teorema de probabilidade total.

Definigdo 2.2. A norma Hay; associada ao sistema ®, denotada por ||®||2rti, € definida por

@013 = lim n > E(E(ly(R)I* | w(k) = ex, (k) ). (5)
k

=0

em que T, é uma varidvel aleatéria uniforme discreta no conjunto {0,1,...,7 — 1}.

3 Solucoes para Hy e Ho.

Para sintetizar o ganho K, precisamos resolver um problema de LMIs, que dispomos a seguir.
Vamos escrever as solugoes para o problema no préximo teorema, cuja prova pode ser encontrada
em [6]. Considere a fungao objetivo dada por

fo=>3" qie tr(Wi),

ieMLeD;

em que tr(-) representa o trago de matriz. O problema de otimizagédo é
Riu%el%uﬂfo
Rio — i B B AiGe+ BiFy 0
(AiGr+ B;Fy) G¢+ G, —Di(R) ’
Wi CZG( + DiFl >0
(CZG[ + D,‘Fg)/ Gy + G; — DZ(R) -7

sujeito a [

para todo i € M e para todo £ € D;, em que u € [0,1]V é uma distribuicdo especifica, explicada
nos teoremas a seguir.
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Teorema 3.1 ([7], Theorem 3). Se = w(0), com Fy e Gy no conjunto factivel de (6), entao os
ganhos K, = F,G; ', £ € D, levam a fo > ||®|3.

Teorema 3.2 ([6], Theorem 3). Se p = limj_,o0 1 Zf;ol 7(t), com Fy e Gy no conjunto factivel
de (6), entdo os ganhos K, = F,G; ', { € D, levam a fo > ||®|3,-

Nos Teoremas 3.1 e 3.2, temos que fo é apenas um limitante superior para | ®||3 e ||®||3,; em
cada caso, de forma a permitir calcular os ganhos K. O valor exato de ||®||% e ||®]3,,; ¢ calculado
via Proposition 4 de [7] e Theorem 3 de [0], respectivamente, mas ndo é o foco neste trabalho.

4 Geracao de instancias e comparagao dos indices

Neste trabalho, geramos 500 instancias aleatoérias com cadeia de Markov ergddica e mais 500
com cadeia periodica. Todos os modos, de forma individual, sdo controlaveis e observaveis no sen-
tido classico [4]. Em cada uma dessas instancias, calculamos o ganho K conforme os Teoremas 3.1 e
3.2, e aplicamos em (2)-(3) com duas entradas exogenas {w(k)}. Em um teste, a entrada exogena
¢ gaussiana: w(k) = [s1,...,8n,]’, em que s; ~ N(0,1) sdo variaveis aleatoérias gaussianas para
todo j = 1,...,n, para todo k € S, em que S = {500, ...,999} U {1500, ..., 1999} U {2500, ..., 2999} U
{3500, ..., 3999}, e para k ¢ S, arbitramos w(k) = 0. Em outro teste, empregamos o sinal zero-um:
w(k) =[1,...,1] para k € S, caso contrario, w(k) = [0, ...,0]".

Como os indices Hy e Hoy; so diferentes, nao faz sentido comparar ||®||2 com ||®||2pti. Em vez
disso, estimamos Y = Y7 [ E(||y(k)||?) via simulacdo de Monte Carlo com 8000 repeticdes para
cada instancia gerada, com a entrada exdgena gaussiana e com a entrada zero-um definidas acima.
Denotaremos Y5 e Yo4; 0s valores de Y correspondentes aos indices Ho e Ha,t; respectivamente.

Os resultados obtidos s@o apresentados como performance profile ou perfil de desempenho.
Nesse grafico, o eixo das abscissas é disposto no intervalo [1, f] e o eixo das ordenadas em [0, 1], em
que f > 1 é uma folga arbitrada. Consideremos o grafico referente ao indice Hs e tomemos um ponto
(x,y). A ordenada y € [0, 1] representa o percentual das instancias em que Y3 < x - min(Ya, Yati),
para x € [1, f]. No caso do indice Ha,ti, a ordenada y € [0, 1] representa o percentual das instancias
€1 que YQrti S z- min(Yé’ }érti)a para x € [17 .ﬂ

5 Resultados

Foram gerados dois conjuntos de instancias, um dos quais com cadeia de Markov ergddica e
outro com cadeia periodica, cujos resultados diferiram bastante, como veremos nos graficos adiante.
Na figura 1, vemos o exemplo da saida média de uma das instancias, com n, = 1.

A comparagdo do desempenho dos ganhos K calculados segundo os Teoremas 3.1 e 3.2 com
a entrada gaussiana esté representada na Figura 2. Pode-se perceber que ambos os indices tém
praticamente o mesmo perfil para instancias com cadeia ergodica, conforme visto na Figura 2a.
Neste perfil, tivemos Yo,i; < Y5 em 50,6% das instancias e Y < Yo; em 50,2% das instancias
geradas. Por outro lado, para cadeia periddica, vemos a superioridade do indice Hot; na Figura
2b. Neste perfil, tivemos Yo.t; < Y5 em 73,4% das instancias e Yo < Yai; em 26, 6% das instancias.

Com o sinal zero-um (Figura 3), os perfis relativos a Hy e Ha; sao semelhantes para cadeia
ergodica, com resultados melhores com indice Hy em 53, 2% das instancias geradas, contra 47, 6%
do Hayy; vide Figura 3a. Para cadeia periodica, Hapy; € melhor em 62,2% das instancias, contra

47,6% do Hy, como se pode observar na Figura 3b.
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Figura 1: Exemplos de saidas: um sinal gaussiano e um deterministico. Fonte: autoria propria.
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Figura 2: Performance profile para entrada gaussiana comparando as solugoes calculadas sob os
indices Hy (marcado com M) e Ha.y; (marcado com @). Fonte: autoria propria.
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Figura 3: Performance profile para entrada zero-um comparando as solugoes calculadas sob os
indices Hy (marcado com M) e Ha,; (marcado com @). Fonte: autoria propria.
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6 Consideracoes Finais

Trouxemos uma estatistica comparando as solucoes para o problema de controle de Sistemas
Lineares com Saltos Markovianos a tempo discreto com observagao indireta da cadeia de Markov
via detector, onde a solugao calculada sob o indice de desempenho classico Hy foi confrontada com
a solucao de um novo indice de desempenho, chamado Hs,¢;. Foram geradas instancias aleatérias
e observadas suas respostas a um sinal de ruido gaussiano e sinal zero-um, separadas em dois
grupos: um grupo de problemas com cadeia ergddica, no qual o desempenho de ambas as solugoes
foi semelhante para ambas as entradas, e outro grupo com cadeia perioédica, onde o indice Hoy; se
mostrou mais eficaz em 73, 4% das instancias com entrada gaussiana e 62, 2% com entrada zero-um.
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