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Resumo. Este artigo apresenta a identificação em malha aberta de um sistema massa-mola usando
método de subespaços. A aplicação de métodos SIM (Subspace Identification Methods) para identifi-
cação de sistemas dinâmicos no domínio do tempo tem demonstrado ser uma alternativa viável para
obtenção de modelos que não necessitam de uma parametrização explícita, a qual, para sistemas
multivariáveis, pode ser uma tarefa complexa. Nesse sentido, os resultados obtidos neste trabalho
são provenientes de dados experimentais de um sistema massa-mola e os resultados demonstram
que o modelo identificado captura bem a dinâmica do sistema.
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1 Introdução

Atualmente, diversos métodos de identificação tem sido desenvolvidos no intuito de não apenas
melhorar a qualidade do modelo matemático otbido mas também de diminuir o esforço computa-
cional gasto com esta tarefa. Em [7] é apresentada a identificação de um modelo aeroelástico do
X-56A MUTT (Multi-Utility Technology Testbed), uma aeronave flexível em subescala da NASA
(National Advisory Committee for Aeronautics), usando o OEM (Output Error Method) [11]. O
trabalho apresenta os esforços na tarefa de identificação para determinação das derivadas de esta-
bilidade e controle da aeronave. Além disso, discute alguns aspectos práticos de análises e desafios
na área de identificação de aeronaves flexíveis.

Em [6] é apresentada a identificação de uma coluna de um desbutanizador industrial a partir
de modelos NLARX (NonLinear AutoRegressive with eXogenous input). A planta de destilação
é um sistema multivariável altamente complexo, além de ser um problema por natureza mal-
condicionado, o que torna a tarefa de identificação ainda mais difícil. Assim, observa-se que é
crescente o uso de ferramentas computacionais para auxiliar a tarefa de obtenção de modelos
matemáticos de sistemas complexos.

1raphaela.machado@unesp.br
2paloma.rizol@unesp.br
3teofilo.souza@unesp.br
4david.castillo-zuniga@unesp.br
5nabarret@ita.br
6jose-manoel.balthazar@unesp.br

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics, v. 10, n. 1, 2023.

Trabalho apresentado no XLII CNMAC, Universidade Federal de Mato Grosso do Sul - Bonito - MS, 2023

DOI: 10.5540/03.2023.010.01.0067 010067-1 © 2023 SBMAC

http://dx.doi.org/10.5540/03.2023.010.01.0067


2

Seguindo esta perspectiva, nas últimas décadas, mais especificamente a partir do trabalho
de [9], uma outra classe de métodos de identificação, conhecida como métodos SIM (Subspace
Identification Methods), passou a ser explorada e difundida dentro do ambiente acadêmico. Nesse
sentido, [10] apresenta a identificação uma planta petroquímica usando diferentes técnicas para
obtenção de um modelo dinâmico baseado em dados. Um estudo comparativo entre a identificação
por subespaços e a identificação por redes neurais artificiais foi realizado usando dados simulados
de um divisor de etileno industrial.

Portanto, neste trabalho será apresentada a identificação de um sistema massa-mola de dois
graus de liberdade usando um algoritmo baseado em subespaços, denominado DSRe, proposto
inicialmente por [5]. Uma contribuição relevante deste trabalho consiste na divulgação, no cenário
nacional, de técnicas de identificação de sistemas via subespaços, que poderiam ser bem emprega-
das na modelagem de sistemas mais complexos, como, por exemplo, plantas industriais, as quais
possuem muitas entradas e saídas.

Este artigo está organizado conforme a seguir. Na Seção 2 é apresentada a formulação do
problema de identificação via subespaços e feita uma breve descrição do algoritmo DSRe empregado.
Na Seção 3 é apresentada uma descrição geral do aparato experimental do sistema massa-mola a
ser identificado. Na Seção 4 são apresentados os resultados da identificação do sistema massa-mola.
Por fim, na Seção 5 são apresentadas as considerações finais do trabalho.

2 Métodos de identificação por subespaços

De modo geral, métodos de subespaços se referem a uma classe de algoritmos de identificação
paramétrica cuja estrutura do modelo obtido comumente está em espaço de estados discreto. Mé-
todos SIM têm como principal característica recuperar as matrizes do sistema a partir de projeções,
subespaços vetoriais, dos dados experimentais usados na identificação [15].

O caso mais simples de identificação de sistemas é considerado quando se assume que os dados
de entrada e saída não estão contaminados por ruídos. Porém, convém ressaltar que em aplica-
ções reais os sistemas não são excitados apenas pelos sinais de controle. Na prática, ruídos estão
presentes nas medições e métodos para o caso de identificação combinada podem produzir esti-
mativas mais confiáveis [15]. Dessa forma, um modelo estocástico é entendido como um modelo
representativo da dinâmica do sistema, porém com algum tipo de incerteza também modelada. A
natureza da incerteza pode ser, por exemplo, devido a distúrbios agindo sobre o sistema e/ou erros
de medição de sensores.

A identificação de sistemas a partir de métodos de subespaços gera modelos na forma de ino-
vação conforme Equação (1) [8].

xk+1 = Axk + Buk + Kεk (1)
yk = Cxk + Duk + εk

onde a matriz K ∈ Rn×l é o ganho de Kalman em regime permanente quando N é suficientemente
grande e εk ∈ Rn×l é um ruído branco de média nula, também conhecido como processo de
inovação.

Para a formulação do problema de identificação de sistemas usando métodos SIM, primei-
ramente é necessário definir um modelo estendido em espaço de estados, o qual será útil para
construção das matrizes de projeções dos dados. Assim, substituindo a equação de saída, em ter-
mos de εk, na Equação (1) de estados, obtém-se o modelo de predição na forma do filtro de Kalman
[3]. Desenvolvendo o modelo de predição na forma do filtro de Kalman do instante inicial k = 0
até o instante final N − 1 e fazendo uso da matriz bloco de Hankel para os dados experimentais
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de entrada e saída do sistema, obtém-se o modelo estendido no espaço de estados [14],

XJ/1 =
[
C̃

d

J C̃
s

J

] [U0/J

Y0/J

]
+ (A − KD)JX0/1 (2)

YJ/L = ÕLXJ/1 + H̃
d

LUJ/L + H̃
s

LεJ/L

em que J e L são as ordens das matrizes de Hankel dos dados passados e futuros, respectivamente.

2.1 Algoritmo DSRe

O método DSRe proposto por [4] e utilizado neste trabalho para identificação do sistema massa-
mola, foi implementado em Matlab por [14]. O método DSRe identifica o processo de inovação
diretamente da projeção dos dados experimentais. Este procedimento consiste em separar o resíduo
εk do componente determinístico yd

k do sinal de saída yk.
A determinação das matrizes do sistema é feita resolvendo o seguinte problema de identificação

determinística [14],

xk+1 = Axk +
[
B K

] [uk

εk

]
(3)

yd
k = Cxk + Duk

em que A, B, C,D e K são os parâmetros a serem identificados, sendo necessário primeiramente
definir um novo conjunto de dados, tal que

uk :=

[
UJ/1

εJ/1

]
(4)

yk := yd
J/1

com k = J, J + 1, J + 2, ..., N − 1 sendo N := N − J o número de amostras.
O método N4SID (Numerial algorithms for Subspace State Space System IDentification) utili-

zado para resolver o problema de identificação determinística consiste no algoritmo proposto por
[12], em que a primeira etapa consiste em obter a projeção oblíqua das saídas futuras nos dados
de entrada e saída passados na direção das entradas futuras, a partir de uma decomposição LQ
da matriz de dados de entrada e saída. Além disso, é possível obter a Equação (5) que é similar a
Equação (2) de saída

YL/L = R32R
†
22

[
U0/L

Y0/L

]
+

(
R31 − R32R

†
22R21

)
R−1

11 UL/L (5)

onde as matrizes utilizadas na Equação (5) estão definidas em [14].
Por comparação, obtém-se a matriz de projeção PL = ÕLXJ/1, onde

ÕLXJ/1 = R32R
†
22

[
U0/L

Y0/L

]
(6)

.
A partir da decomposição SVD da matriz de projeção obtida, é possível extrair a matriz de

observabilidade ÕL e a sequência de estados estimados do sistema X̃J/1. De posse da sequência
de estados estimados, é possível obter as matrizes A, B e K resolvendo-se o problema de mínimos
quadrados, conforme Equação (3) com xk+1 = XJ/1(1 : m, 2 : nc), xk = XJ/1(1 : m, 1 : nc − 1) e
uk = UL/1(1 : m, 1 : nc− 1).
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Resumidamente, os dados de entrada e saída do sistema, Uexp e Yexp, são fornecidos como
entrada para o algoritmo. As matrizes A, B, C, D e K são o modelo identificado, que é uma
transformação de similaridade do sistema. Os únicos parâmetros de identificação que precisam
ser definidos pelo usuário são: o horizonte passado J , o horizonte futuro L e a ordem do modelo
n, baseada nos valores singulares mais significativos obtidos via decomposição SVD da matriz de
projeção pL, obtida a partir da decomposição QR dos dados experimentais.

3 Descrição do sistema massa-mola
O sistema massa-mola de dois graus de liberdade a ser identificado neste trabalho consiste no

equipamento ECP mostrado na Figura 1. O sistema consiste em 3 carrinhos de massas m1, m2

e m3, conectados por duas molas. O primeiro carrinho de massa m1, executa um movimento
prescrito determinado a partir de um servomotor, o qual consiste diretamente em uma função
deslocamento. Portanto, este carro é responsável pelo movimento das outras duas massas.

Figura 1: Aparato experimental do sistema massa-mola de dois graus de liberdade.

O sistema de aquisição de dados coleta a quantidade de pulsos (counts ) detectados pelos
encoders 1, 2 e 3, instalados para medir o deslocamento linear de cada carrinho. Neste caso, os
encoders são sensores eletro-mecânicos responsáveis por detectar um movimento mecânico angular e
converter o sinal elétrico em valores de posição linear. Neste trabalho, o fator de conversão utilizado
para os sensores foi de 2259 counts correspondendo a aproximadamente 1 cm de deslocamento
linear.

Ainda, considerando a priori uma modelagem analítica do sistema massa-mola, tem-se que a
dinâmica do sistema pode ser representada por um modelo em espaço de estados de quarta ordem,
onde as matrizes do sistema são escritas em função constantes de elasticidade das molas, k1 e
k2, das constantes de amortecimento dos amortecedores, b1 e b2, consideradas em paralelo a cada
rigidez e das massas dos carrinhos 2 e 3, m2 e m3, respectivamente. O sinal de entrada é dado
pelo deslocamento prescrito x1(t) do carrinho 1 e as saídas x2(t) e x3(t) são os deslocamentos dos
carrinhos 2 e 3, respectivamente.

Caso fosse aplicado um método de identificação caixa cinza, os parâmetros do modelo poderiam
ser determinados explicitamente, pois além dos dados de entrada e saída do sistema, informações
auxiliares para descrição do sistema seriam utilizadas, incluindo a necessidade de fornececimento
um modelo matemático (conhecimento a priori) da dinâmica do sistema. Porém, em se tratando
de métodos de subespaços, o modelo identificado neste trabalho será uma transformação de simi-
laridade do sistema real.
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4 Resultados da Identificação
Neste trabalho o algoritmo de subespaços DSRe foi aplicado para identificação do sistema

massa-mola. De modo geral, não é possível determinar explicitamente os parâmetros de massa,
amortecimento e rigidez do sistema, porém o modelo obtido ainda é representativo da dinâmica
do sistema e pode ser bem utilizado em diversas aplicações. Atualmente, existem técnicas de iden-
tificação por subespaços sendo desenvolvidas para posterior determinação direta dos parâmetros
físicos dos sistemas. Porém, este assunto não é escopo deste artigo.

Retomando a ideia principal, e tendo sido apresentada na Seção 2 o algoritmo DSRe, os dados
de entrada e saída do sistema massa-mola foram utilizados para identificação. Um total de N = 563
amostras foram usadas tanto para a etapa de identificação quanto para a etapa de validação do
modelo, tendo em vista apenas o tamanho reduzido do sinal coletado.

O sinal de excitação utilizado para a identificação do sistema corresponde ao deslocamento x1(t)
do primeiro carrinho e as saídas são os respectivos deslocamentos x2(t) e x3(t). Os dados foram
coletados com período de amostragem T = 0, 018 s e o algoritmo de identificação foi aplicado, com
parâmetros J = 30 e L = 3. Em seguida, uma decomposição SVD da matriz de projeção dos dados
de entrada-saída foi obtida e a Figura 2 apresenta uma estimação da ordem n do sistema.

Figura 2: (a) Estimativa da ordem do sistema via decomposição em valores singulares. Parâmetros
de identificação: J = 100 e L = 3; (b) Figura 2(a) ampliada.

Baseado na decomposição SVD apresentada na Figura 2 não foi possível inferir a ordem do
modelo baseada nos valores singulares mais significativos, pois a matriz de projeção é mal condi-
cionada. Além disso, o resultado obtido via SVD não é esperado, visto que o sistema contem pelo
menos duas rigidezes de molas. Portanto, não foi possível inferir a ordem do modelo baseada nos
valores singulares mais significativos. Porém, baseado no conhecimento prévio da modelagem do
sistema adotou-se ordem n = 4.

A partir dos autovalores da matriz dinâmica discreta Ad tem-se que o modelo é estável em malha
aberta, sendo os autovalores discretos z1,2 = 0, 9281± j0, 3421 e z3,4 = 0, 9774± j0, 1436. Por sua
vez, as predições de saída dos deslocamentos x2(t) e x3(t) do modelo identificado capturam bem a
dinâmica do sistema, conforme mostrado na Figura 3. Ainda, como forma de avaliar a qualidade
do modelo identificado, o índice MRSE (Mean Relative Squared Error) foi calculado baseado em
[14], sendo o índice de 4,73% e 6,48%, para as saídas x2 e x3, respectivamente. Assim, observa-se
que o modelo de quarta ordem apresenta baixo índice MRSE para as saídas preditas.

Mediante os resultados obtidos, conclui-se que os métodos de subespaços proveem modelos
representativos da dinâmica dos sistemas identificados. Além disso, métodos SIM fornecem um
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Figura 3: Predições de saída do modelo identificado: (a) predições de saída x2(t) e (b) predições
de saída x3(t).

modelo mais simples do comportamento dinâmico o qual pode ser muito útil para fins de projeto
de controle, principalmente quando se trata de sistemas complexos e multivariáveis. Portanto,
métodos de subespaços são uma alternativa viável para modelagem e, se comparado com outros
algoritmos de otimização, requerem menos esforço computacional para computar as matrizes do
sistema.

5 Conclusão

Neste trabalho foi apresentada a identificação por subespaços de um sistema dinâmico massa-
mola de dois graus de liberdade usando o algoritmo DSRe. Dados reais foram utilizados para veri-
ficar a eficiência do método de subespaço em sistemas operando em malha aberta e também avaliar
a qualidade dos dados usados para a identificação. O modelo obtido, a partir de dados experimen-
tais do sistema operando em malha aberta, é representativo, conforme predições de saída e índices
MRSE calculados. O sistema massa-mola apresentado possui características predominantemente
lineares e está disponível para testes no Laboratório de Dinâmica de Estruturas - LabDIN do ITA
(Instituto Tecnológico de Aeronáutica), o que motivou sua aplicação neste trabalho. Futuramente,
outros sinais de excitação serão utilizados para o procedimento de identificação. Adicionalmente,
pretende-se também comparar o desempenho do algoritmo DSRe com os resultados da identificação
via método OEM (Output-Error Method).
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