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Resumo. Neste trabalho, analisamos trés versoes de um modelo de selecao de carteiras de inves-
timento que considera momentos de ordem superior. Cada problema investigado consiste em um
problema de otimizacdo condicionada. Esta abordagem permite avangar na compreensao da fron-
teira eficiente no modelo a trés momentos e sua relagdo com o modelo classico de média-variancia.
Como principais contribuigbes, destacamos a prova de existéncia de solugao para cada um destes
problemas e uma caracterizacdo dos conjuntos factiveis associados com respeito & independéncia
linear dos gradientes das restrigoes. Isto nos permite tratar também os casos degenerados. O
tratamento conjunto dos trés problemas permite avancos na compreensao da fronteira eficiente no
modelo a trés momentos.

Palavras-chave. Selegdo de Carteiras de Investimentos, Momentos de Ordem Superior, Assimetria.

1 Introducao

Na Teoria Moderna do Portfolio, Markowitz [7] propos um modelo para selecao de carteiras
de investimento. A carteira otima é aquela que oferece o maior retorno para uma dada varidncia
ou, equivalentemente, proporciona a menor variancia dado um retorno esperado. Markowitz [7]
deu uma resposta ao problema de sele¢ao de carteiras considerando um cenério de distribuicao
normal de retornos de ativos. Muito se discute ainda sobre o fato da distribuicdo dos retornos
dos ativos apresentar uma assimetria significativa e nem sempre seguir uma distribui¢do normal de
probabilidade. Neste contexto, o modelo proposto por Markowitz [7] considera uma aproximagao
de segunda ordem para a funcao utilidade do investidor e a carteira 6tima é aquela que a maximiza.
Trabalhos como Arditti e Levy [1] e Kraus e Litzenberger [6], apontam a relevancia dos momentos
de ordem superior, fora de um contexto de distribuigdo normal. O interesse pela otimizagao
de um portfolio onde figuram momentos de ordem superior & ordem 2 dos retornos dos ativos
que compoe a carteira vem se renovando nos ultimos anos, e a influéncia desses momentos tem
sido amplamente investigada, dada a possibilidade de se obter uma melhor aproximacgao para a
fungao utilidade. Estudos como Athayde e Flores [2], Barone-Adesi [3], Harvey e Siddique [5]
também argumentam sobre a importancia dos momentos de ordem superior para a escolha de uma
carteira mais eficiente. Scott e Horvath [8] fornecem um suporte formal para a aplicagdo desta
teoria, mostrando que, no contexto da otimizagao, para maximizar a funcao utilidade, os momentos
impares devem ser maximizados, enquanto que os momentos pares devem ser minimizados, o que
se traduz na satisfagdo do investidor. Neste sentido, Athayde e Flores [2] propéem um modelo
que incorpora o momento centrado na média de ordem 3 dos retornos dos ativos, aqui tratado
por assimetria, ao problema de selecionar carteiras de investimento, estendendo o modelo Média-
Variancia de Markowitz [7]. Afirmam que a sele¢ao de portfolio pode ser vista como um problema
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de minimizagao da varidncia sujeito a retorno esperado e assimetria fixos, o que corresponde a
um problema de otimizacao com duas restrigoes. Em seu trabalho, eles apresentam um modelo
matematico que considera os trés primeiros momentos na selecdo do portfélio e um importante
resultado de dualidade. A dualidade em problemas de otimizagao garante, sob certas condicoes, a
mesma solugao para duas configuragoes do mesmo problema.

Neste trabalho, motivados a responder questoes deixadas em aberto para o problema de selegao
de carteiras de investimento, consideramos o modelos a trés momentos de trés pontos de vista: o de
minimizagao da varidncia, considerado em Athayde e Flores [2]; o de maximizagao do retorno e o
de maximizagao da assimetria. Em cada modelo, temos um problema de otimizagao sujeito a duas
restrigoes de igualdade. A caracterizacao da carteira 6tima consiste em indicar quais as fragoes do
capital deve ser investida em cada ativo. Nossas principais contribuigoes sao: provamos a existéncia
de solugao para cada um destes problemas; em cada modelo, caracterizamos no conjunto factivel,
os subconjuntos em que os gradientes das restri¢goes sao ou nao linearmente independentes. Isto nos
permite tratar também os casos degenerados e, em particular, avancar na analise do modelo a trés
momentos. Além disso, nossos resultados permitem explorar a estrutura geométrica da chamada
fronteira eficiente, conjunto de carteiras que é solugao simultanea dos trés modelos considerados.
Nossa abordagem dos trés problemas permite avangar na compreensao da fronteira eficiente no
modelo a trés momentos e sua relacao com o modelo Média-Variancia.

2 Modelo Média-Variancia e Modelo a trés momentos

Para Markowitz [7], os principais fatores a serem considerados na observagdo dos ativos sdo:
o risco e o retorno, onde o retorno esperado da carteira é definido como a média dos retornos
meédios dos ativos, a ser ponderada pelos pesos, e o risco ¢ mensurado como o desvio dos resultados
esperados em relacao & sua média, ou seja, é a varidncia dos retornos dos ativos, uma medida
de dispersao ligada ao grau de incerteza, e que caracteriza a volatilidade associada ao retorno
esperados. Vamos determinar uma carteira com n ativos de risco, mais um ativo livre de risco,
e serdo permitidas venda a descoberto. Seja F[X;] o retorno esperado do i-ésimo ativo, aqui
definido como retorno médio. Seja cov[X;, X;] a covariancia entre X; e X;, e consequentemente
cov[X;, X;], a varidncia do i-ésimo ativo. Sejam M; e M, as matrizes contendo as médias e
covariancias dos retorno observados dos ativos de risco presentes neste portfolio e [1] um vetor
n-dimensional composto por 1’s. O retorno esperado da carteira, E(r,), é uma composigdo do
retorno esperado para o conjunto dos ativos com risco, mais o retorno ry do ativo livre de risco.
O retorno esperado da carteira, E(r,) e a variancia da carteira sdo dados respectivamente por

E(rp) =a'M; + (1 —a'[1])ry e wvar(r) = Z Zaiajcav[Xi,Xj] =o' Msa.

i=1 j=1

Esta configuragao garante que a soma dos pesos de todos os ativos, com e sem riscos, presentes na
carteira serd igual a 1, segundo o retorno esperado E(r,), sem que com isso seja necessario incluir
uma restrigao especifica aos pesos da carteira no problema de otimizacao.

Expressa-se por R, R = E(r,) — ¢ o retorno excedente da carteira. A matriz de retornos
excedentes dos ativos com risco serd expressa por = M; — [1]ry. Assim pode-se expressar a
restricao do retorno excedente esperado como R = alx.

O problema de otimizagao para o modelo de Markowitz consiste em:

min ot Moo
olxr=R
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que corresponde a um problema de otimizagao restrita que minimiza a varidncia da carteira, sob a
Gnica restrigao do retorno excedente igualar-se a R.

Definigao 2.1. Uma carteira admissivel o* (Média-Variancia) € chamada eficiente se nao existir
nenhuma carteira admissivel o com

Elrp()] = Elrp(a”)],  var[rp(a)] <wvarrp(a”)].

Esta definicao nos diz que nao ha como superar o retorno de uma carteira eficiente sem que
ocorra o aumento do risco. A satisfacdo méxima do investidor esta diretamente relacionada ao
retorno e ao risco que a carteira de investimentos pode oferecer. Supondo que o investidor busca
maximizar o retorno de sua carteira a certo risco aceitavel, ou minimizar o risco para um retorno
desejado, previamente estabelecido, carteiras de investimento que apresentam este perfil sao ditas
carteiras eficientes.

A solugao tinica ap; deste problema é dada por:

R
apr = IOMQ lx, (2)

em que Ag = xtMglm. De (2), obtém-se a varidncia minima o2, associada ao portfolio 6timo
M, Op2pg = R?/4,. Chamaremos o portfélio de Markowitz a s de solugao trivial.

Em seu modelo, Athayde e Flores [2] buscam carteiras eficientes no caso de n ativos com risco
mais um ativo sem risco, permitindo venda a descoberto de modo que nao ha restrigoes sobre os
pesos da carteira. Consideram aqui os trés primeiros momentos de distribui¢do verificados para os
n ativos de risco. Para encontrar um portfélio 6timo, eles minimizam a variancia quando o retorno
excedente e a assimetria estao fixados:

min o Moo
ofr =R , (3)
' M5a®? = 0,3
onde M3 é a matriz contendo as co-assimetrias calculadas a partir dos retornos observados de
cada um dos n ativos de risco que compoe a carteira, ® refere-se ao produto de Kronecker e

M3a®? = o M3(a ® a). Athayde e Flores ndo apresentaram prova de existéncia de solugio para
(3) mas apresentaram uma expressao implicita que deve ser satisfeita por solugoes de (3):

A4R — AQO' 3
My = 20002 ~ L2t (@2 AalvT Pa0ph 1
20 = A Ay = (A B T A T ()2 4)

em que os escalares:
Ag = 2t M; ', Ay = 2t My ' M3a®?, Ay = (M3a®?)! My ' M3a®?

tém subscritos correspondentes ao seu grau de homogeneidade como funcgoes reais do vetor «.
Em particular, Ay e A4 sao positivos, uma vez que a inversa da matriz de covariancia é positiva
definida. Além disso, calcularam a varidncia 6tima:
o A4R2 — 2A2R0'p3 + A0(0p3)2
9 =
P
ApAg — (Ag)?

e provaram a seguinte propriedade de homotetia:

Proposigao 2.1. Para um dado k positivo, seja & o portfdlio de varidncia minima quando R =1
eops = k3, e Op2 @ varidncia minima correspondente, entdo, para todo portfolio 6timo relacionado
ao par assimetria/retorno tal que 0,5 = k3R3, uma solugdio para (3) serd « = aR, com varidncia
minima correspondente o2 = Gp2 R?.
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3 Modelo a trés momentos: trés versoes

Ao considerar os trés primeiros momentos, héa trés configuragoes possiveis. Pode-se minimizar
o momento de ordem par fixando os dois momentos de ordem impar; ou, de forma equivalente,
maximizar um momento de ordem impar fixando os outros dois. Tendo em mente resultados
de dualidade, vamos considerar o modelos em trés versoes. Para cada versao, apresentamos
também o sistema associado aos multiplicadores de cada problema de otimizagao considerado.

min ot Moo SA AL+ XAy = 20,8 (5b)
OttM3Oé®2 = Op3 (5&) 3)\1A2 + )\2140 =2R
oltr =R
max o Msa®?
atMya = Op2 (6a) 2m10p + 2R = 3af Mza®?
alr =R 271 R+ 7240 = 342
max o'z 1Ay + 2p00ps = A (7h)
e ' M5a®? = 0,3 (7a) 3103 + 2u20,2 = ol

o' Moo = 0,2

que completa o conjunto de duais possiveis para o problema de otimizagao.

3.1 Existéncia de solugao

Teorema 3.1. Dados 0,2 >0 e R >0, seja D = {a € R",0,2 = o' Moo e R = a'z}. Se D # 0,
entdo o problema de otimizac¢ao (6a) admite solugao.

Prova. Observe que D = {a € R", 0,2 = o' Mya e R = a'z} ¢ um conjunto compacto nao vazio,
e que a'Mza®? é uma funcdo continua em R”. Sendo assim, pelo corolario 16.7 in Bartle [4]), o
problema de otimizagao (6a) admite solugao. O

Teorema 3.2. Dados 0,2 >0 e 0,3 >0, seja G ={a €R", 0,5 = a'Mza®? eo,2 = a'Maa}. Se
G # 0, entdo o problema de otimizagdo (7a) admite solugdo.

Prova. Analoga & do Teorema 3.1. O

A prova nao pode ser repetida para o problema de minimizar a variancia, pois nesta configuragao
o conjunto admissivel ndo é um compacto. Nesta caso, exploramos o fato de a fungao objetivo ser
quadratica e a intersecao das restrigoes ser um conjunto fechado.

Teorema 3.3. Dados 0,5 € R e R > 0, seja F = {a € R", 0,5 = o'M3a®? ¢ R = a'z}. Se
F # (), entao o problema de otimizagdo (5a) admite solugdo.

Prova. Como M é uma matriz definida positiva, o produto interno (o, 8)g = a*M>8 induz uma
norma |a||3 = a'Msa. Logo, J(a) = a'Msa é um funcional nao negativo. Sabendo que no R™
todas as normas sdo equivalentes, temos que existem constantes positivas a e b tais que alja| <
[leeljo < b]|ex||. Logo J é um funcional continuo, coercivo e possui cota inferior em F', um subconjunto
fechado do R™. Seja p = inf{J(«) : « € F} € R, o infimo de J em F. Entao existe uma sequéncia
{ay} em F tal que J(a,) — p. Como J é coercivo, {a;,} é uma sequéncia limitada, ou seja, existe
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M > 0 tal que ||a,|| < M para todo n. Logo, por Bolzano Weierstrass, existe pelo menos uma
subsequéncia de {ay,} que converge, oy, — 9. Como F é fechado entdo ag € F. Dai, como J
¢ continuo, temos que J(ay,) — J(ap). Por outro lado, sabemos que J(a,, ) — p. Entdo, pela
unicidade do limite, p = J(ap). Assim, J tem minimo em F e J(ap) = min{J(a) : v € F} . O

3.2 Dependéncia linear

A partir daqui, vamos considerar restri¢coes tais que o conjunto admissivel seja sempre nao
vazio. Vamos discutir a resolu¢do do sistema (6b) com base no determinante de sua matriz de
coeficientes Ay;. Ela depende apenas dos pardmetros fixos do problema de otimizacao (6a). A
matriz Ay ndo depende do o € D = {a € R", 0,2 = a'Mya ¢ R = a'z} que gerou o sistema (6b).
Portanto, é natural que seu determinante tenha um comportamento tnico em todo o conjunto
factivel. A proposi¢do a seguir nos mostra que o determinante de Ajy; se anula se e somente se o
conjunto admissivel for unitario.

Proposicao 3.1. Dados x € R", My, 0,2 > 0, e R > 0, para todo o € D, det Apy > 0 se
e somente se os vetores x e Moo sao linearmente independentes. Além disso, se x e Moo sdo
linearmente dependentes, entao AgMoa = Rx.

Prova. Considere a norma ||a||? = oM, 'a, induzida pelo produto interno (a,8); = atM;'p,
como a inversa de uma matriz de covaridncias é definida positiva. Portanto, para qualquer a € D,
pode-se escrever

det App = 02 Ag — R? = ||Z‘H?||M20[||% — ((m,Mga>1)2 >0,

a ultima desigualdade, usando Cauchy-Schwarz. Esta sera igual a zero se e somente se x e Mo«
forem linearmente dependentes. Para a segunda parte, usando a mesma norma,

Ao[det Apr] = Adoyz — AgR? — AgR? + AgR? = || AgMaa — Rz||7 > 0. (8)

a igualdade a zero implica necessariamente que AgMsa — Rx = 0.
Consequentemente, se @ € D é tal que det Ay; = 0, entao x e Mo« sao linearmente dependentes,
e por (8), temos AgMsa = Rzx. O

Ao contrario do caso em que se maximiza da assimetria, a matriz de coeficientes Ar associada
ao sistema dos multiplicadores (5b) depende do € F = {a € R", 0,5 = a'M3a®? e R = o'z} que
gerou o sistema. Para enfatizar tal dependéncia, escreveremos Ap(«). Introduzimos entdo uma
nova proposi¢do e mostramos que tratar det Ap(a) > 0 equivale a assumir independéncia linear
entre os gradientes das restrigoes.

Proposicao 3.2. Dados v € R" ¢ M3. Para todo o € R™, det Ap(a) > 0 se e somente se o0s
vetores x e Msa®? sdo linearmente independentes. Além disso, se x e Msa®? sdo linearmente
dependentes, entio AgMsa®? = Asz.

Tal como em (5b), os elementos da matriz de coeficientes Ar do sistema (7b) dependem de
a€G={a€eR", 0,2 =a'Maeoy =aM;a®?} e osinal de seu determinante se relaciona com
a dependéncia linear entre os gradientes da restri¢do do problema (7a).

Proposigao 3.3. Dados Ms, M3, 0,2 > 0, 0ps € R, fizos. Para todo o € G, o determinante de
Apr, det Ap(a) = 02 A4 — azg, é estritamente positivo se e somente se os vectores Moo e Mya®?

forem linearmente independentes. Além disso, se Maoov e M3a®? forem linearmente dependentes,
entio oy M3a®? = AyMsa.

As demonstragoes da Proposigdes 3.2 e 3.3 sdo analogas a prova da Proposigao 3.1.
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4 Algumas propriedades qualitativas

As observagoes apresentadas nesta secao resultam de combinacdo dos teoremas de existéncia e
das proposi¢oes apresentadas na Se¢do 3. Vamos indicar propriedade associadas ao problema (6a).

4.1 Maximizando a assimetria

Quando as restrigdes do problema (6a) sdo tais que o hiperplano de retorno toca o hiper-
elipsoide de variancia, os gradientes das restri¢oes sao linearmente dependentes. E possivel mostrar
que existe um tnico « no conjunto factivel, este portfolio € a solugao para o problema de otimizagao
e ele coincide com a solugdo classica de Markowitz s, apresentada em (2). Quando o conjunto
admissivel D é nao vazio e nao unitario, nao ha dependéncia linear entre os gradientes das restri¢oes
e obtemos uma solugdo néo trivial que maximiza a assimetria. A Proposicao 3.1 nos mostra que
o determinante de Ap; é um marcador para a presenca ou auséncia da solucdo de Markowitz
no conjunto admissivel. A opg¢ado de tratar o problema de selecdo de carteiras sob a otica da
maximizacao da assimetria permite analisar com muita clareza a relagao do modelo a trés momentos
com o modelo classico de Markowitz. Observe que o determinante de Aj; se anula se e somente se
fixarmos a varidncia em op, = R%/Ay. Além disso, ela nos diz que o caso det Ay, > 0 corresponde
a totalidade dos casos em que a hipdétese de independéncia linear do gradiente das restricoes é
satisfeita e a solugdo do problema (6a) satisfaz

O'p2A2 — atM3a®2R
UpzAO - R?

(AoatMgoé@Q - AQR

02 Ao — R > o= My My - (
p

> M . (9)

A partir de (9) e considerando que a dualidade entre os problemas de otimizagao esté condicionada
ao multiplicador positivo 77, podemos afirmar que a solucdo eficiente estaré sempre associada a
assimetria maxima dada por:

_ AQR + \/(AOA4 — (A2)2)(UP2AQ - RZ) )

o . (10)

Quando det Ay = 0, a solugao a* de (6a) coincide com a solugao classica de Markowitz oy, e a
assimetria maxima associada é dada por 0,5 = (Aan/Ag)R, com Agpr = xtMQ_IMga}?f. Observe
que (10) também pode ser usado quando det Ap; = 0 para obter a assimetria otima associada a
(VY

5 Consideracoes Finais

Consequéncias analogas foram também obtidas para os problemas (5a) e (7a) através da com-
binacao dos teoremas de existéncia e das proposi¢oes apresentadas na Secgao 3.

O Teorema 3.3 permite o uso do método dos multiplicadores de Lagrange na anélise do problema
(5a) na medida em que garante a existéncia de uma solugdo para (5a). Além disso, reforca a
condigao necessaria (4) obtida por Athayde e Flores [2] ao garantir que pelo menos um « € F a
satisfaga. Pela Proposi¢ao 3.2, o caso det Ap(a) > 0 corresponde a totalidade dos casos em que
os gradientes das restrigoes atendem & hipotese de independéncia linear. Assim, permite o uso do
método dos multiplicadores de Lagrange por Athayde e Flores [2] para determinar solugoes para o
problema de otimizagao (5a). Eles deduziram uma condigdo necesséria para que um elemento do
conjunto factivel F', que satisfaca a hipotese de posto completo nos gradientes das restrigoes, seja
uma solucao de (5a). Ao contréario do que ocorre na configuragio em que maximiza-se a assimetria,
nem todo elemento o do conjunto admissivel F' é tal que os gradientes Mza®? e x sdo linearmente

DOI: 10.5540/03.2023.010.01.0106 010106-6 © 2023 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2023.010.01.0106

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 10, n. 1, 2023.

independentes. Portanto, requer uma investigacao mais aprofundada sobre o conjunto factivel F
de solugdes potenciais para o problema (5a) para o qual det Ap(ar) = 0. Néao podemos usar o
método classico dos multiplicadores de Lagrange nesses casos, e eles foram deixados.
Analogamente, a Proposi¢ao 3.3 nos mostra que det Ar > 0 corresponde a totalidade dos casos
em que a hipotese de independéncia linear do gradiente das restrigoes é satisfeita. Quando os
vetores Moo e M3a®? sio linearmente dependentes, e o vetor x pertence ao espaco gerado por
eles, a solucao de (7a) é a solugdo classica de Markowitz, e ha uma tangéncia tripla entre todas

as trés hiper-superficies. Caso contrério, quando o2 A4 — agg = 0 mas x nao pertence ao espago

unidimensional gerado por Maa e M3a®?, a solugio de (7a) ndo é a classica de Markowitz, e tanto
det Apr(a) como det A () sdo nao nulos, ja que o hiperplano de retorno néo tangencia as demais
hiper-superficies em «, solugao de (7a). Quando 0,2 A4 — 012)3 = 0, informacoes adicionais podem
ser obtidas considerando o caso interessante quando a restrigao de assimetria é nao vinculativa, o
que equivale a 3 = 0. Segue da Proposicao 3.1 que a solugao classica de Markowitz é a solugao
de (7a) quando 02 Ay — 053 # 0 e a restrigdo de assimetria é nao vinculativa.

Ajustamos a prova da Proposicao 2.1 e obtivemos resultados analogos de homotetia pra os pro-
blemas (6a) e (7a). Além disso, foi possivel tratar os casos deixados em aberto em Athayde e Flores
[2] associados ao det Ap = 0 e seus andlogos nas outras duas versoes do modelo a trés momentos.
Adicionalmente aos resultados aqui apresentados, o tratamento conjunto dos trés problemas per-
mitiu avancar na compreensao da fronteira eficiente bem como deduzir testes de pertencimento &
fronteira eficiente.

Agradecimentos

Os autores agradecem o apoio da Faperj, processos E26,/010.101140/2018 e E26,/010.001143,/2019.

Referéncias

[1] F.D. Arditti e H. Levy. “Portfolio efficiency analysis in three moments: The multiperiod case”.
Em: Journal of Finance 30 (1975), pp. 797-809.

[2] G. M. Athayde e R. G. Flores. “Finding a maximum skewness portfolio-a general solution to
three-moments portfolio choice”. Em: Journal of Economic Dynamics and Control 28
(2004), pp. 1335-1352.

[3] G. Barone-Adesi. “Arbitrage equilibrium with skewed asset returns”. Em: Journal of Finan-
cial and Quantitative Analysis 20 (1985), pp. 299-313.

[4] R. G. Bartle. Elementos de analise real. Rio de Janeiro: Editora Campus Ltda, 1983. 1SBN:
978-8-570-01113-8.

[5] C.R. Harvey e A. Siddique. “Conditional skewness in asset pricing tests”. Em: The Journal
of Finance 55 (2000), pp. 1263-1295.

[6] A. Kraus e R. H. Litzenberger. “Skewness preference and the valuation of risk assets”. Em:
The Journal of Finance 31 (1976), pp. 1085-1100.

[7] H. Markowitz. “Portfolio selection”. Em: The Journal of Finance 7 (1952), pp. 77-91.

[8] R. C. Scott e P. A. Horvath. “On the direction of preference for moments of higher order than
the variance”. Em: The Journal of Finance 35 (1980), pp. 915-919.

DOI: 10.5540/03.2023.010.01.0106 010106-7 © 2023 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2023.010.01.0106

