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Resumo. O problema da cavidade é um problema fundamental na Mecanica dos Fluidos que analisa
o comportamento do fluido em uma cavidade quadrada com uma tampa maével e possui as equagdes
de Navier-Stokes como governantes no problema. Este trabalho visa estudar a resolugao numérica do
problema através da formulagdo corrente-vorticidade, com diferentes abordagens para a resolugdo
da equagdo de Poisson e aproximagoes das velocidades. A implementagao foi feita utilizando a
linguagem de programacgao Julia, pois permitiu realizar uma otimizagao no cédigo através da facil
consulta ao codigo-fonte, obtendo um menor custo computacional e, assim, tornando-se possivel
obter resultados para altos nimeros de Reynolds.
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1 Introducao

O escoamento forgado pelo movimento da tampa de uma caixa tem sido estudado extensiva-
mente ao longo dos anos na Mecéanica dos Fluidos, pois é caracterizado por uma série de fendémenos
interessantes e complexos, incluindo a formagao de vortices e a separacao da camada limite. Seu
estudo continua fornecendo informagoes sobre o comportamento dos fluidos em varias configura-
¢oes. Um dos primeiros estudos mais notéveis desse problema ¢ de Ghia, Ghia e Shin (1982) [4],
que usou um método de diferengas finitas para resolver as equagoes de Navier-Stokes que governam
o escoamento. Seu trabalho estabeleceu a solugao de referéncia para o problema que, desde entao,
tem sido utilizado para validar varios outros métodos de simulagao.

Esse trabalho objetiva estudar, aprimorar e otimizar a resolugao numeérica do problema de
escoamento de cavidade quadrada cuja tampa movel tem velocidade constante. O foco encontra-
se na solucao do sistema linear obtido pela equagao de Poisson presente na formulacao corrente-
vorticidade e, também, a obtencao das velocidades. As duas abordagens foram realizadas através de
aproximagoes de segunda e quarta ordem. Ressalta-se que foi utilizada a linguagem de programagao
Julia com o objetivo de otimizar o cddigo e possibilitar a realizacao de novos testes. Sendo assim,
esse trabalho visa aprofundar os estudos realizados em Sterza, Carreira e Brandi (2019) [7] sendo
que os resultados foram comparados com Ghia, Ghia e Shin (1982) [4].
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2 Formulacao Mateméatica

As equagbes que modelam o escoamento for¢cado pelo movimento da tampa de uma caixa
sdo descritas em termos das equagoes de Navier-Stokes. Neste trabalho optou-se pela utilizagdo da
formulacao corrente-vorticidade para a resolucao desse sistema de equagoes, pois possui a vantagem
de néo utilizar a pressdo na resolucao [5] (se for necessério o célculo da pressao, pode ser realizado
posteriormente). Dessa forma, define-se vorticidade w, como:

ou Ov

w,=—-Vxu — w,

onde u = (u,v) é o vetor velocidade e u e v sdo as velocidades na dire¢ao longitudinal e normal,
respectivamente. Assim, pode-se obter a equacao de transporte de vorticidade e, para isso, é
necessario realizar algumas manipulagoes algébricas na equagao de Navier-Stokes nas duas diregoes
do problema: x e y. A equacao de transporte de vorticidade é dada por:

Ow, Ow,, ow, 1 (82wz 82wz)

(2)
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onde Re é o nimero de Reynolds. A equagao da continuidade pode ser satisfeita pelo campo de
velocidades se definir uma fungdo linha de corrente 1. A equagdo (3] representa a sua definigao:

_ o -
= e v=-—o. (3)

u

Utilizando a defini¢do da fungéo linha de corrente e a da vorticidade, obtém-se uma equagao
de Poisson para essas variaveis, isto é,

0%y 0%
a2 T o T @

Através das equagoes - obtém-se a formulagao corrente-vorticidade que permite resolver
o problema da cavidade. As condigbes iniciais e de contorno séo

u(z,y,0) = 0 em £, u(z,y,t) =0 em 0O x [0,¢],
u(z,y,t) = U e v(z,y,t)=0 em 00y x [0,t]. (5)

O dominio de simulagao é 2, a tampa é a fronteira 025 e a caixa é a fronteira 9€2;. O escoamento
em uma cavidade se caracteriza pela presenca de uma grande zona de recirculagao central e outras,
menores, nos cantos inferiores. O tamanho dessas regides, bem como sua localizagdo, variam com
o nimero de Reynolds do escoamento [3].

3 Formulacao Numérica

Nesta se¢ao, sao apresentados os métodos numéricos utilizados para a resolucao e discretizagao
do problema, junto com as estratégias para a obtenc¢ao de uma solu¢ao aproximada.

3.1 Discretizacao da Equacgao de Transporte de Vorticidade

Utilizando um método explicito para a discretizacao da derivada temporal da equacao e
métodos de segunda ordem para as derivadas espaciais, obtém-se,

w;—;l =6 (szj + Bwf_lyj + C’wf_s_l_’j + Dwf’j_1 + Ew;in) , (6)
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3
1 2 /1 1 1 Ui j 1 Ui 1 Vi j
d A: 7_7(7 7), B = _ Z,J, - = 2,7 D= —_ 2,7
onde 5, Re\ez ' 32 Res? 25, Resz | 20, RedZ © 25,
1 i .
e F + Vi , sendo que 4y, ¢, e 0, referem-se ao espacamento utilizado no tempo ¢ e nas

" Re2 ' 25

Yy Yy
diregoes x e y, respectivamente. Com a vorticidade calculada no interior do dominio, utiliza-se a
equacao para obter a corrente.

3.2 Aproximacao da Equacao de Poisson: Calculo da Vorticidade w.,

3.2.1 Meétodo de Diferengas Finitas de 22 Ordem

A primeira abordagem para a resolucao da equagao de Poisson é utilizando um método classico
de diferencgas finitas, onde emprega-se uma aproximacao de segunda ordem para a aproximacao das
derivadas. Pode-se obter detalhes da discretizacdo em Cuminato e Meneguette Junior (2013) [1] e
Fortuna (2012) [3]. Obtido o valor de 1), & possivel encontrar as velocidades u e v através da equagao
(3), neste caso também utilizou-se uma aproximagao de segunda ordem para a aproximagao das
velocidades [2].

3.2.2 Meétodo de Diferengas Finitas Compactas de 42 Ordem

A equacao pode ser resolvida pelo método de diferencas finitas compactas de quarta ordem,
que apos a discretizagao |6, (8], resulta em

1 2 10
6(¢i+1,j+1 + Yig1j-1 + Yic1 i1 + Vi1 j-1) + §(¢i—l,j + Yig1 + i1+ Vi) — gwi,j =

h2
— g Wim1j + Wity wigo1 Wi+ 8wiy). (7)
Obtido o valor de 9, é possivel encontrar as velocidades u e v através da equagao , neste caso
também utilizou-se uma aproximacao de quarta ordem para a aproximacao das velocidades [2] e,
além disso, foi necesséria a aplicacao de uma aproximacao descentrada para o segundo e pentltimo
pontos.

4 Resultados Numeéricos

Esta segao apresenta os resultados numéricos obtidos através do coédigo Julia para o pro-
blema da cavidade com tampa mével. Os pardmetros utilizados foram: Re = 100, 1000 e 10000,
0p = 0y = % e 0; = 0,001. Os resultados referentes ao valor de u no centro geométrico (Figuras
e[2) foram comparados com Ghia, Ghia e Shin (1982) |4], enquanto as linhas de corrente foram
comparadas qualitativamente com os resultados da mesma referéncia.

As Figuras [1] e 2] mostram a diferenca dos métodos quando se compara cada componente da
velocidade com as obtidas por Ghia, Ghia e Shin (1982) |4]. Para ntimeros de Reynolds menores,
os métodos numéricos possuem resultados semelhantes, no entanto, foi observada uma divergéncia
notavel para Re = 10000. Apesar do método de segunda ordem inesperadamente render valores
mais préoximos do resultado de referéncia, ambos os métodos apresentam uma curva divergente
semelhante. Uma hipotese para explicar esse desvio é o fenémeno da instabilidade numérica,
observado em métodos de diferencas finitas explicitas para passos temporais que nao estejam dentro
de um determinado intervalo, chamado intervalo de estabilidade, sendo possivelmente necessario
diminuir o valor de 0t para obter um resultado adequado[1]|3]. Para a linha de corrente, apresentada
na Figura [3] nota-se um comportamento semelhante ao que se encontra na literatura, com a
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presenca de trés zonas de recirculagao para os valores de Reynolds menores. Para Re = 10000
nota-se outras zonas de recirculagao sendo formadas.

Para Re = 100, o codigo foi executado em 14s e 10s para os métodos de segunda e quarta
ordem, respectivamente; para Re = 1000, executou-se em 58s e 39s; e, por fim, para Re = 10000,
o tempo de simulagao foi 519s e 298s. A principal otimizagao aplicada para redugao do tempo de
execugao foi o armazenamento da fatoracdo da matriz esparsa A, utilizada para calcular o valor
da fungéo corrente através da resolugao do sistema linear esparso Ay = —w (equagao de Poisson
discretizada). Isso é possivel pois a matriz ndo se altera durante a execugdo do método. Essa
otimizagao é aplicada a ambos os métodos, diferindo apenas na fatoragao utilizada para cada um
deles. No caso do método de segunda ordem, é utilizada uma fatoraggao A = LU, enquanto no
método de quarta ordem é utilizada uma fatoracio A = LDLT. O método de diferencas finitas
compactas de quarta ordem apresenta melhor desempenho pois a matriz utilizada para resolugao do
sistema linear é simétrica. A fatoracio LDLT quando aplicada a matrizes simétricas permite tirar
proveito da simetria da matriz fatorizada para economizar recursos computacionais, aprimorando
o tempo de execugao observado através da otiimzagao do uso de memoria e processamento.
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Figura 1: Comparagao da velocidade u no centro geométrico com Ghia, Ghia e Shin (1982) .
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Figura 2: Comparagio da velocidade v no centro geométrico com Ghia, Ghia e Shin (1982) |4
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Figura 3: Linhas de corrente utilizando o método de segunda ordem.

A linguagem de programacao Julia também permite outras formas de otimizagao, tal como um
controle maior sobre o uso de memoéria, reduzindo a quantidade de alocagoes realizadas a cada
iteragao, tal medida tem um impacto menor, mas acaba por ter um impacto no tempo de execugao
em malhas mais finas. O método de segunda ordem faz uso da decomposi¢ao LU, visto que a matriz
esparsa utilizada nao é simétrica, enquanto o método de quarta ordem faz uso de uma fatoragao
LDL!, utilizada em casos que a matriz fatorada ¢ simétrica.

5 Consideracoes Finais

Os resultados obtidos mostraram que os cédigos precisam ser explorados para os valores de
Reynolds maiores, uma vez que os resultados numéricos comegam a se comportar com maiores
diferencas entre si e, além disso, nota-se que os resultados nao estao mais semelhantes ao encontrado
na literatura [4]. A otimizacao realizada fez com que o codigo fosse executado com um menor tempo
computacional e, diante disso, permite-se realizar diferentes testes, uma vez que ao aumentar o
ntimero de Reynolds o codigo levou mais tempo para ser executado. Diante ao exposto, conclui-se
que a otimizagao do cdédigo permite uma exploracao mais eficaz do problema, seja em relagao ao
método utilizado ou para as aproximagoes.
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