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Resumo. Um reticulado é dito ser ciclico se a rotagao ciclica de todo vetor do reticulado pertence
ao reticulado. Neste trabalho apresentamos uma estratégia para simplificar a norma minima de
uma familia de reticulados ciclicos, estabelecemos uma expressao para o célculo do determinante de
tais reticulados e avaliamos sob quais condi¢oes é possivel obter reticulados com maior densidade
de centro.
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1 Introducao

Um reticulado n-dimensional é um subgrupo aditivo discreto de R™, consistindo de combina-
coes lineares de vetores linearmente independentes em R™ com coeficientes inteiros. Da teoria de
reticulados sabe-se que a densidade de centro de um reticulado depende da norma minima [3].
Encontrar um vetor de norma minima de um reticulado ndo é uma tarefa facil [7] e tem chamado a
atencao de matematicos e pesquisadores da computagao por causa de sua relagao com programagao
linear inteira [1, 5].

Classes de reticulados que tem o calculo do vetor de norma minima simplificado, seja por
construgao ou por algoritmos [2, 3, 6], sdo desejaveis. Neste trabalho, consideramos uma classe
particular de reticulados ciclicos, em que o célculo do vetor de norma minima pode ser simplificado
sob determinadas condigées. Reticulados ciclicos foram introduzidos por Micciancio em [8] e suas
propriedades foram estudadas nos ultimos anos por varios autores devido & sua importancia na
criptografia [9].

A abordagem mais comum encontrada na literatura tem sido realizar deslocamentos circulares
em um vetor u € Z", [4]. Aqui, consideramos u € R™ e exibimos algumas estratégias para
simplificar o calculo do vetor de norma minima e determinante da matriz geradora do reticulado.
Neste cenario, encontramos reticulados tao densos quanto o reticulado D,,, com n impar.

Este trabalho é organizado como segue. Na Secao 2 apresentamos o conceito de reticulados,
reticulados ciclicos e de alguns parametros relacionados a reticulados. Na Secao 3 fornecemos
condigoes sob as quais a norma do vetor de um reticulado ciclico pode ser simplificada. Na Secao
4 apresentamos a matriz geradora e densidade de centro de um reticulado ciclico. Finalmente, na
Secao 5, apresentamos nossa conclusao.
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2 Reticulados Ciclicos

Dizemos que A C R™ é um reticulado se existem vetores linearmente independentes vy, ..., v,, €

m
R™ com m < n, tal que todo v € A pode ser escrito como v = invi, onde z; € Z para
i=1
1=1,2,...,m. O conjunto {vy,...,Vv,,} é chamado uma base para A. Uma matriz G cujas linhas
sdo esses vetores é dita ser uma matriz geradora para A e sua matriz de Gram ¢ H = GG*, onde *
representa a transposi¢ao. O determinante de A é dado por det(A) = det(H) e ele é um invariante
sob a mudanga de base [3]. O minimo de um reticulado A é definido por

IA| = min{||v]® : v € A, v #0}. (1)

Neste trabalho vamos considerar reticulados de posto completo, isto é, quando m = n e neste
caso, sua densidade de centro é dada por

VLN o)

) =
W= aero)
Seja n > 2 e defina o operador rot : R™ — R™ por rot(z1, 22, ,Xn—1,Zn) = (Tn, T1,T2, -,
Zn—1). Um reticulado A C R™ ¢é dito ser ciclico se para todo v € A, rot(v) € A. Se existe um vetor
u=(p1,p2,  +,pn) € R" tal que {u,rot(u),---,rot” (u)} é uma base para A, entdo A é ciclico.

Denotamos tal reticulado por Ay.
O vetor u determina uma matriz circulante G, da forma

pl p2 PN pn

Pn  P1 - Pn—1
Gu = . . . .

p2 p3 P

Algumas propriedades gerais de reticulados ciclicos foram discutidas em [4] quando u € Z™.
Investigamos neste trabalho, no entanto, o caso em que u € R" e por uma abordagem diferente da
apresentada em [4, 8]. Vamos impor condigbes sobre o vetor u tais que det(Gy) # 0 e Ay seja o
mais denso possivel.

3 Norma do Reticulado Ciclico A,

Dado um vetor arbitrario w € A, estamos interessados em calcular ||w]||?, a fim de investigar

|Ay|. Para isso, considere o conjunto I,, = {1,2,--- ,n} e para cada r € {1,2,--- ,n — 1} defina
P,(r)x= inxj e Pu(r)x = inxja (3)
3,5€1, 1,j€IL,
1<j 1<y
j—i=r j—ie{r,n—r}

para todo x = (z1, ..., z,) € R™. Consideramos ao longo de todo o trabalho a,b € R, os coeficientes
que multiplicam "~ ! e t"~2 em f(t) = [\, (¢t — p;) € R]t], respectivamente. Segue das férmulas
de Viete [10], que —a=>""" ; pie b= >_i<j Pipj, consequentemente, S p?=a®—2b.

Quando consideramos um reticulado ciclico caracterizamos a norma de um vetor como no
teorema a seguir.
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3
Teorema 3.1. Sejam n > 2 e u = (p1,...,pn) € R™ tal que det Gy # 0. FEntdo, para w =
S zirotTH(u) € Ay,
n LT’ElJ
Jwl? = (a2 = 20) 32 +2 > Palr) uPu(r)x + 7 (4Pu(3) uPa(3)x), (4)
1=1 r=1

onde X = (x1,- ,xp) €EZ" e, = (L + (=1)")/2.

Demonstragdo. Seja w =Y i, z;rot'"*(u) € Ay. Usando a defini¢ao e propriedades do produto
interno, segue que

lwl|? = Z Z z;z;(rot" ! (u), rot? ~* (u))

i=1 j=1
= Z x3 (rot' ! (u), rot* 1 (u)) + Z Z zix;(rot’ ! (u), rot’ ~* (u))
i=1 i=1j=1
i
n n—1
= z:acfnrotl_l(u)ﬂ2 + Z inxj (rot"~!(u), rot? " (u))
i=1 r=1 ijel,
i g=r
n n—1
= |lu? Zx? + Tn2Zxixj<rot’_1(u),rotj_l(u)> +2 Z Zxiacj<rot’_1(u),rot]_l(u)>
i=1 ijElL r=1ijel,
i N
j—i=% Jj—i=r
n n—1
=(p 4 ... +p%) Zw? + TnZinxj (27%(%) u) +2 Z Z:ri:vjpn(r) u
i=1 ijEln r=1ijel,
i<y e 1<)
j—i=% j—i=r
n n—1
= (0> = 20) > 2] + 1 APu(3)uPu(3)x +2 Y Pu(r) uPu(r) x. (5)
i=1 T

=1
rEG
Note que, se 7 # 7, entao

Pu(r)x=P,(r)x+P,(n—r)x=P,(n—(n—71))x+ P,(n—r)x=Pyp(n—1)x. (6)

Logo, se n é par e apds algumas manipulagoes algébricas temos que,

i
L

23" P, (r)uP,(r)x :2(7%(1) WP, (1) X + Pr(2) U Py (2) X + oo 4 P (2 — DuPy(Z — 1) x+

1
Il

3
RN
w3

4 P2+ 1) UP(E + D)X+ oo+ Pu(n— 1) uPy(n— 1)x)
-1
Prn(r)u(P,(r)x+ P,(n —1) %)

NE

Il
[\

303
Il
N =

Pr(r)uPy,(r) x. (7)

I
[+
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Por outro lado, se n é impar,

3
|
—_

2) Pu(r)uP,(r)x=2(Po()uP,(1)x+ Pr(2)uPp(2)x+ ... + Pp(n — 1) uPy(n —1)x)

r=1
r£Y
=2(Pu(1)uPa(1) X + Puln = 1) uPy(n — 1) x+
+Pr(2)uP,(2)x + Pp(n—2)uP,(n—2)x+
b Pa(Z5) u P (552 X+ P (52 4 1) u Pa(25 1)x)
=2 Pu(r)u(Pu(r)x + Pu(n—1)x)
r=1
=2 Z Pr(r)uP,(r)x (8)
r=1
Como
{n—lJ ] 251 senéimpar
2 B ”7’2 se n ¢ par,
segue que
227% r)x =2 Z Pu(r) uPy(r) x 9)
%3
Portanto,
L25)
[wl]? = (a® — 2b) Zx + AP (2) u P (2) x + 2 Z Po(r)uP,(r)x, (10)
=1 =
0 que prova o teorema. O

Para facilitar o calculo da norma minima, neste trabalho vamos considerar P, (r) u igual a zero,
exceto no maximo um tnico r € {1, 2 ., [n/2]}. Denotemos tal r por ro. Nessas condi¢oes, usando

o Teorema 3.1 e o fato que b = 2 Zr { Pn(r) u podemos provar o corolario que segue.

Corolario 3.1. Sejamn > 2, x = (x1, -+ ,x,) €EZ" eu = (p1,..., pn) € R" tal que det Gy, # 0.
Se Pp(ro)u # 0 e Po(r)u = 0 para v # ro, em que r, 79 € {1,2,...,|n/2]}, entdo para cada
w=Y" zirot T (u) € Ay,

(a? — 2b) Zx? +4bPy(ro)x, sen épare ro=7%
lw]? = o (11)
2 _ 2 L
(a® — 2b) Z ;7 + 2bP,(ro)x, caso contrdrio.
i=1

n—1
Note que se n & par e 7y = § entdo 2 27221 . Pn(r)uP,(r)x = 0. Neste trabalho focamos no
caso n fmpar e 7o # 5
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4 Matriz Geradora e Densidade de Centro do Reticulado Ci-
clico A,

Nesta secao, vamos obter uma expressao para o determinante da matriz geradora de um reti-
culado ciclico Ay, para posteriormente estabelecer sua densidade de centro.

Teorema 4.1. Sejam n impar, x = (x1,++ ,&,) €EZ" eu = (p1,...,pn) ER™. Se P,(l)u=..=
Pn(ro—1)u=Pu(ro+1)u=..="P,(|n/2])u=0 para algum 9 € {1,2,...,|(n — 1)/2]}, entdo
n—1
det Gy = —a ] (a® = 26+ b(¢)7 + (7)), (12)
j=1

onde ¢, = cos(2m/n) + i sen(27/n) € uma raiz n-ésima primitiva da unidade.

Demonstragdo. Como G, é ciclica, seus autovalores sdo da forma \; = p1 + p2C + ... + pnC(” D3 )
7=0,1,...n—1.

E conhecido que o determinante de uma matriz é o produto de seus autovalores, isto é,

n—1 n—1
det Gu = [ (o1 +p2Gh + -+ puC D7) = =a [ (01 + 92G) + -+ puG ). (13)
Jj=0 j=1
Agora,
I (or + 026 + -+ pnCl D7) = T (o1 + p28h + - + oGl 9N (o1 + p2Gy 7 + ot
j=1 j=1
+ pu GO, (14)

Note que cada termo do produto acima é da forma

(P34 o+ P2) + P (S + ) + Pa@)u (€ +C2) + oo+ Pu(%52) 1 (g,?lj + G J)

Consequentemente, como P,(l)u=..=P,(ro—1)u=P,(ro+1)u=..=P,((n—1)/2) =0,
temos que

3
-

2

detGu = —a ][ (o =20+ Pu(ro) u (G + ¢.7))

ky.
»—A»—A

3

H a? —2b+b(¢r7 + ¢, 7)), (15)

0 que prova o resultado. O

Veremos que a condicdo 0 # a? = 4b fornece reticulados interessantes.

Corolario 4.1. Sejam n impar e u = (p1,...,pn) € R™ tal que Pp(L)u = ... = Pp(ro— 1)u =
Po(ro+1)u=..=P,(|n/2])u=0 para algum ro € {1,2,..., | (n—1)/2]} tal que n/(ro,n) & 27Z.
Se a®> = 4b # 0, entdo

an

onde (rg,n) = mdc(rg,n).
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Demonstragdo. Pelo Teorema 4.1, como a? = 4b, segue que

det Gy, = (o7 + ¢+ 2). (17)

Como n é impar, segue que mdc(2,n) = 1. Desta forma, apds algumas manipulagdes algébricas e

2n ((ro,n)—1)n

(To n) (ro,m)? """ (ro,n) 5 obtemos

usando o fato que (9 =1 & j €

[

n,

(C2T(}J +C7:2r0j +2)

H,":H

H»—'

n—1
2
[T@r +¢m+2) =
j=1

: <

H (1+ CToJ

=20om=t T (@+¢) | (18)
1<j<n~1
7 #1

Além disso,

I a-¢9 I[I a+gf= J[ a-¢oH= ] a-¢9. 9

1<j<n—1 1<j<n—1 1<j<n—1 1<j<n—1
o1 CroI#1 o1 o1
Logo,
I a+go=1, (20)
1<j<n—1
o1
e portanto,
an aTL
— _ (ron)—1 _ _
det Gy = 5,2 T (21)
O
Teorema 4.2. Sejam n impar e u = (p1, ..., pn) € R™ tal que Pp(1)u = ... = Pup(ro — 1)u
Pr(ro+1)u=..=P,(|n/2])u=0 para algum ro € {1,2,...,[(n—1)/2]} tal que n/(ro,n) & 2Z.
Se 0 # a? = 4b, entdo
1
o) = STy (22)

onde (rg,n) = mdc(rg,n).

Demonstragdo. Pelo Corolério 3.1, para todo w = Y1 | z;rot' " (u) € A,

a2 n
ol =5 (S0 + Pt x). (23
=1

onde x = (@1, ,x,) € Z". Agora, note que se x = (1,0,...,0) entdo Y ., z7 + P,(ro)x = L.
Portanto, |Ay| = % Aplicando o Corolario 4.1 em (2), segue o resultado.
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Note que, em particular, se mdc(rg,n) = 1 entéo a densidade de centro do reticulado A,, é igual
a densidade de centro do reticulado D,,. O reticulado D,, tem a melhor densidade de centro para
n=3,4eb5, [3

5 Consideracgoes Finais

Neste trabalho apresentamos uma expressao para a norma de um vetor arbitrario em um
reticulado ciclico. Vimos que sob determinadas restrigoes e considerando n impar, obtivemos
uma familia de reticulados ciclicos que possui a mesma densidade de centro do reticulado D,,.
Estabelecer os resultados e analisar a densidade de centro para m par é uma das perspectivas
futuras deste trabalho.
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