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Resumo. Neste trabalho apresentamos varios exemplos de como os grafos podem ser vistos como
invariantes de aplicages entre variedades o que os torna uma ferramenta util para a clasificagdo
destas aplicagoes.
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1 Introducao

Um problema interessante do ponto de vista topoldgico é a classificagao de objetos. Neste
estudo, nosso interesse é o estudo de aplicagoes estéveis entre alguns tipos particulares de variedades
de dimensodes baixas, tema estudado por varios autores dentro da teoria de singularidades [1, 7].

No caso global, se a variedade dominio M é fechada, o conjunto singular de uma aplicagao
estavel consiste em uma colegao de subvariedades fechadas e disjuntas em M, que separa o conjunto
regular em componentes conexas disjuntas. O par (conjunto regular, conjunto singular) pode ser
associado aos vértices e arestas de um grafo, respectivamente, entao podemos considerar esse grafo
como um invariante topologico global da aplicagao. O estudo deste ponto de vista teve seu inicio
em [5], onde foi introduzido o grafo dual de aplicagoes estaveis como um invariante de aplicagoes
de superficies fechadas no plano. Essa técnica foi posteriormente estendida para aplicagoes entre
outros tipos de superficies fechadas em [2—4, 6].

Localmente, as aplicagoes entre superficies podem ser vistas como aplica¢oes do plano no plano.
Em 1955, Whitney iniciou o estudo das aplicagoes estéveis do plano no plano, determinando que
um germe de aplicagao em cada ponto é equivalente a um ponto regular, um ponto de dobra ou
uma cuspide [8].

Nosso principal objetivo aqui é mostrar como os grafos podem auxiliar na construcao de uma
aplicacao estavel entre duas superficies com o conjunto singular pré-determinado.

2 Grafos

Um grafo finito no dirigido G(V, A) (G em forma abreviada) é um conjunto de V' pontos
{v1,...,vy} chamados vértices e um conjunto de A tragos de curvas que conectan dos vértices
chamados de arestas. Um subgrafo de G é um grafo formado por um subconjunto de arestas e
vértices de G.

Um caminho sobre G é uma sequéncia de vértices e arestas distintas viajvsas - - - avg11, onde
a; = v;v;41 denota a aresta que conecta os vértices v;, vj41. Dizemos entdo que vj, vj41 sao
adjacentes ou que a; é adjacente a ambos vértices. Se v1 = vi41, 0 caminho sé chamado de
ciclo. O ntimero de arestas adjacentes ao vértice v é o grau de v.
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Um grafo G é conexo se existe um caminho que liga quaisquer dois dos seus vértices. Se G nao
é conexo, cada subgrafo conexo serd chamadao de componente conexa de G.

Uma arvore é um grafo conexo que nao tem ciclos. Toda arvore 7 com V vértices tem A = V —1
arestas, denotamos entdo como 7(V,A) =T(A+1,A) (ou 7(A) em forma abreviada).

Um ciclo livre de un grafo é qualquer ciclo com pelo menos uma aresta distinta ao resto de
ciclos dele, ou seja, o numero de ciclos livres é o niimero minimo de arestas que podem ser retiradas
do grafo para obter uma arvore com os mesmos vértices.

O primeiro namero de Betti do grafo G(V, A), denotado por 51(G) = A — (V — 1), coincide
com o nimero de ciclos livres do grafo, e o valor V.— A = 1 — 51(G) = x(G) determina um
conhecido invariante topolégico para grafos, a caracteristica de Euler. Entao, toda arvore tem
caracteristica de Euler igual a 1.

Um grafo G é bipartido se os vértices podem ser divididos em dois conjuntos disjuntos. Nesse
caso, & sempre possivel atribuir sinais £ a cada vértice de forma que cada aresta conecte vértices
de sinais opostos. Uma interesante caractarizagao desse tipo de grafo é: “Um grafo é bipartido se,
e somente se, ndo possui nenhum ciclo impar”. Entao, toda arvore é um grafo bipartido.

Chamamos grafo com pesos nos vértices a todo grafo que tem associado um ntumero natural
em cada vértice. O numero de vértices V', o numero de arestas A e a soma dos pesos do grafo, que
denotamos por W, sera chamada de caracteristica do grafo e denotada por C(G) = (V, A, W).

Dois grafos com pesos nos vértices, G; e Go, sao ditos isomorfos se existe uma bijecao entre
os seus conjuntos de vértices ¢ : V(Gy) — V(Ga), preservando as adjacéncias de vértices e os
correspondentes pesos, ou seja: uw € A(Gy) se, e somente se, ¢(u)Y(w) € A(Gz), onde V(G;) e
A(G;) sdo, respectivamente, os vértices e as arestas do grafo G;, com i = 1,2. E claro que se G; e
Gs séo isomorfos, entdo C(Gy) = C(G2).

Dado G um grafo bipartido com pesos e sinais nos vértices, denotamos por V' o ntimero de
vértices com sinal + e por V'~ o ntimero de vértices com sinal —. Da mesma forma, denotamos por
W a soma total dos pesos dos vértices com sinal + e por W~ a soma total dos pesos dos vértices
com sinal — entao V=Vt + V- eW =W+ +W~.

3 Cirurgias de grafos com pesos

A seguir, definimos cirurgias de grafos ou somas conexas de grafos, que sao ferramentas para
obter novos grafos a partir de grafos mais simples.

Definigao 3.1. Seja G um grafo com pesos nos vértices contendo as arestas ac e bd (Figura 1).

1. Cirurgia Horizontal no grafo G (Sg)

Uma cirurgia horizontal entre as arestas ac e bd de G, denotada por Sg(G), identifica os
vértices a e b no vértice r = a + b e os vértices ¢ e d no vértice s = ¢ + d, identificando
as duas arestas ac e bd na aresta rs. Os pesos dos novos vérticesr = a+b es =c+d
correspondem as somas dos pesos dos vértices a, b e de ¢, d, respectivamente.

2. Cirurgia Vertical no grafo G (Sy)

Uma cirurgia vertical entre os vértices a e d de G, denotada por Sy (G), € a conexdo dos dois
vértices por uma aresta ad. Neste caso os pesos dos vértices nao sao alterados.

Observagoes 3.1. Grafos resultantes de cirurgias horizontais e verticais em um grafo bipartido G
serao também bipartidos, desde que escolhamos pares de vértices com sinais adequados: mesmos si-
nais na cirurgia horizontal e sinais opostos na cirurgia vertical. Além disso, se ambos pares de vérti-
ces estao na mesma componente conexa de G, entao B1(Sr(G)) = B1(Sv(G)) = B1(G)+1. Porém, se
0s pares pertencem a componentes conexas disjuntas de G, entao p1(Su(G)) = F1(Sv(G)) = B1(G).
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Figura 1: Cirurgia horizontal e cirurgia vertical de grafos com pesos nos vértices.

Definicao 3.2. Sejam G; e Go dois grafos conexos disjuntos. Se o par de vértices (a,c) pertence
a Gy e o par (b,d) pertence a Go, a cirurgia horizontal entre os dois grafos serd chamada de soma
conexa horizontal, denotada por Gy &y G, e a cirurgia vertical serd chamada de soma conexa
vertical, denotada por G1 By Go.

Definicao 3.3. As drvores conezas T(A) com graus menores ou iguais a 2 em todos seus vértices
serao denotados por L. Se A < 4, sdo chamadas grafos basicos.

Lema 3.1. Toda drvore T(A) com A > 1 pode ser obtida por A —2 somas conexas horizontais de
A — 1 grafos bdsicos tipo Lo. Além disso, ela também pode ser obtida por soma conexa horizontal

de d =| VT =V~ | grafos bdsicos Ly e k =

> grafos bdsicos L.

Teorema 3.1. Todo grafo G pode ser obtido por somas conexas horizontais de grafos bdsicos Lo e
L3 e cirurgias verticais.

Em conseqiiéncia, todo grafo pode ser obtida por cirurgias horizontais e verticais de grafos
bésicos, como é exemplificado na Figura 2.

N
o -2k 55

Figura 2: Decomposi¢ao de un grafo em d = 3 grafos basicos Ls e k = 4 grafos basicos Ls.

4 Grafos de superficies fechadas com curvas

Seja M uma superficie fechada (sem bordo), orientada e seja C um conjunto de curvas fechadas,
simples e disjuntas a;, i = 1,---, A, sobre M. Este conjunto C separa a superficie em regioes
conexas M \ C, entdo podemos associar um grafo G com caracteristica C(G) = (V, A, W) ao par
(M,C), como podemos ver na Figura 3, da seguinte forma:

a) cada regido conexa U; C M\C, i =1,---,V, corresponde a um vértice v; em G, e cada curva
a;,i=1,--+ A, de C corresponde com uma aresta a; em G

b) uma aresta a; incide no vértice v; se, e somente se, a curva «; de C associada a aresta a, esta
no bordo da regido U; C M \ C correspondente a v;

_ s . s oV
c) um vértice v; recebe o peso ¢; se a regido correspondente a v; tem género ¢;, entao ., t; = W
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Figura 3: Exemplo de grafos associados a superficies com curvas.

Os pares (M,C) e (M',C’) sao ditos equivalentes quando existe um difeomorfismo de M em
M’ que leva C em C'. Entao, pela definigdo de grafo associado, existe um isomorfismo entre seus
respectivos grafos associados.

Proposicao 4.1. [5] Todo grafo G com caracteristica C(G) = (V, A, W) estd associado a um par
(M,C), onde M é uma superficie fechada e orientada e C € um conjunto com A curvas fechadas,
simples e disjuntas sobre M.
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Figura 4: Superficie com curvas correspondentes a vizinhanga tubular de um grafo com peso.

Proposicdo 4.2. [5] Se G € um grafo com caracteristica C(G) = (V, A, W), associado ao par
(M,C), onde M é uma superficie fechada e orientada e C € um conjunto com A curvas fechadas,
simples e disjuntas sobre M, entao a caracteristica de Euler de M é dada por x(M) =2(V—-A-W)
e o género € dado por g(M) = 1(G) + W.

Os resultados anteriores provam que os grafos asociados a pares (M, C) podem ser considerados
como invariantes deles.

5 Aplicagoes estaveis

Sejam M e N duas superficies e C*°(M, N) o conjunto de todas as aplicagbes suaves entre M
e N com a topologia C*° de Whitney.

Definicao 5.1. Duas aplicagoes f,h € C®(M,N) sio ditas A—equivalentes quando existem
difeomorfismos ¢ : M — M e v : N — N, tais que h = ¢ o f o ¢~ '. Uma aplicacdo
f € C®(M,N) é estdvel se existe uma vizinhanga aberta Wy de f, tal que cada h em Wy é
A-equivalente a f.

O conjunto das aplicagoes estéaveis de C*°(M, N), denotado por £(M, N), é um conjunto aberto
e denso em C*(M, N), [8].
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5.1 Singularidades de aplicacoes estaveis

As aplicagOes entre superficies podem ser vistas localmente como aplicagdes do plano no plano
[8]. Seja f: U C R? — R? uma aplicagao estavel e p = (x,y) um ponto de U, como podemos ver
na Figura 5 :

e p & ponto regular se (df), ¢ isomorfismo. Nesse caso, localmente, f é da forma (z,y) — (z,y).
e p é ponto singular de f, entao p e um ponto do tipo:

a) Dobra, se T,X(f) & Ker(df), = T,U, onde X(f) ¢ o conjunto de pontos singulares de
f- Nesse caso, podemos escolher um sistema de coordenadas (x,y) tais que localmente
fé(z,y) = (z,y%). A diferencial (df), leva o plano tangente T,U na reta tangente a
imagem do conjunto singular (f), chamado contorno aparente de f, em f(p).

b) Cuspide, se T,X(f) = Ker(df),, onde podemos encontrar coordenadas (x,y) tais que
localmente f é da forma (z,y) — (z,y® 4+ zy). A diferencial (df), leva a reta tangente
a Xf em p, no ponto f(p).

ponto regular ponto de dobra ponto de cuspide

Figura 5: Singularidades estaveis do plano no plano.

Entdo, no caso particular de f € C>(R?,R?) ser aplicagao estavel:

1. O conjunto singular X f esta formado por um conjunto de curvas simples e disjuntas no
dominio de f com pontos de ciispide isolados, que separa o conjunto regular R? \ ¥ f em
componentes conexas imersas sobre a imagem f(R?\ $f).

2. O contorno aparente Bf = f(Xf) é formado por curvas suaves, podendo ter pontos
duplos (intersegoes transversas de imagens de duas curvas de dobras) e caspides isoladas.

As aplicagbes A-equivalentes tem conjuntos singulares e contornos aparentes A-equivalentes.

O grau local de f no ponto y na sua imagem ¢é a diferenca entre o nimero de pontos onde
a orientagdo é preservada e o ntimero de pontos onde a orientagao é invertida em f~1(y). O grau
de uma aplicagao f de classe C?(R?,R?) é o grau local en qualquer valor regular.

6 Grafo de aplicagoes estaveis entre supeficies

Sejam M e N duas superficies fechadas e orientadas e f € £(M, N). Ja sabemos que o conjunto
singular X f esta formado por um conjunto de curvas fechadas, simples e disjuntas que separa as
regioes regulares de M \ X f em componentes conexas. Podemos associar entao ao par (M, X f) um
grafo com pesos nos vértices, onde cada curva o de X f corresponde a uma aresta a, cada regiao
regular U C M\ X f corresponde a um vértice v, que recebe como peso t o género de U. Uma aresta
a incide no vértice v se, e somente se, a curva singular correspondente a a estd no bordo da regiao
regular correspondente a v.
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Definition 6.1. O grafo G de caracteristica C(G) = (V, A,W) associado ao par (M,Xf) é con-
siderado o grafo dual de Xf em M (ou grafo dual de f). Diremos que a aplica¢io f realiza G,
sempre que o grafo G pode ser associado ao par (M,%f).

Observagao 6.1. O grafo dual é um invariante de aplicagdoes estdveis. De fato, no grafo estd
codificado as informagoes do conjunto regular de aplicagdes estdveis entre superficies e conseque
separar algumas aplicagoes com mesmo contorno aparente como ilustra a Figura 6.

. Ay R BY
.......
a)\{ _ Y ‘ b)\* ......................... \

Figura 6: Aplicagdes do toro no plano com grafo de caracteristica C(G) = (4,4, 0).

Note que cada aplicacao estavel esta associada a um grafo, porém cada grafo pode ser associada
a uma classe de diferentes aplicagbes com pares (M, X f) equivalentes.

Uma pergunta natural é: “; Quais grafos com pesos inteiros positivos nos vértices estao associ-
ados as aplicacoes estéveis entre superficies orientadas?”.

Proposicao 6.1. [4] O grafo dual de qualquer aplicagao estdvel entre duas superficies fechadas e
orientadas € bipartido.

Veremos agora condicOes necessarias e suficientes para que um grafo finito bipartido de ca-
racteristica C(G) = (V, A, W) seja o grafo dual associado a alguma aplicacdo estavel entre duas
superficies fechadas e orientadas.

6.1 Aplicagoes no plano
Teorema 6.1. [2] Todo grafo bipartido G de caracteristica C(G) = (V,A,W) € o grafo dual de
uma aplicagdo estdvel g: mT — R?, onde mT ¢ uma superficie de género m = B1(G) + W.

Teorema 6.2. [3] Um grafo bipartido G de caracteristica C(G) = (V,A,W) € o grafo dual de
uma aplicagao estdvel sem cuspides (aplicagao dobra) da esfera no plano se, e somente se, satisfaz
V-V =W+ -W-.

6.2 Aplicagoes na esfera

Teorema 6.3. [3/ Todo grafo bipartido G de caracteristica C(G) = (V,A,W) é o grafo dual de
uma aplicacdo estdavel f: mT — S? com grau d arbitrdrio, onde mT é uma superficie de género
m = p1(G) + W.

Teorema 6.4. [3] Um grafo bipartido G de caracteristica C(G) = (V, A,W) é o grafo dual de uma
aplicagio dobra na esfera com grau d se, e somente se, satisfazd= (VT —=V~)— (Wt —W~™).

6.3 Aplicagoes sobre o n-toro

Teorema 6.5. [6] Todo grafo bipartido G de caracteristica C(G) = (V, A, W) € o grafo dual de uma
aplicagao estdvel f :mT — nT com grau | d |< (W—1)/(n—1) paran > 1, onde m = $1(G)+W.
Para n=1, a aplicagao estdavel tem grau d arbitrdrio.
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6.4 Algoritmo de Realizagao

O Algoritmo para construir uma aplicagdo f com grau d, entre duas superficies fechadas e
orientadas que realiza um grafo bipartido Gy pode ser seguindo o esquema da Figura 7, construindo
as aplicagOes que geram os grafos basicos, utilizando os resultados prévios e aplicando cirurgias
horizontais e verticais entre eles que serao estendidas as aplicagoes que darao o resultado final.

Retire peso djn Retire uma aresta Retire todos

G de cada vértice de cada ciclo A pesos dos vértices A
W -dn—— -dn———> "0
T 2 Wdn—g

lf:M >N g:Q > Nl Ik Z»-»>Nl k:S2--> Nig4‘

GW @ GW—dn O AW—dn A0

-
fiM ---> N g:Q--—->N I: Z--->N
Cirurgias horizontais Cirurgia vertical Cirurgias horizontais
realiza pesos e grau d realiza os ciclos realiza pesos e grau zero

Figura 7: Esquema da realizagdo de grafos bipartidos com pesos nos vértices.

7 Consideragoes Finais

Neste trabalho, apresentamos um estudo de como os grafos auxiliam na construgao de aplicagoes
estaveis entre duas superficies fechadas e orientadas com conjunto singular pré-determinado. As
descrigoes feitas sdo baseadas nos resultados de [2-6] e as provas formam baseadas em manipulacao
das cirurgias introduzidas em [4] e as transicdes de codimensao 1, dadas em [7].
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