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Decomposicao de fluxos ao longo de folheacoes
complementares: o caso linear
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Resumo. Considere uma variedade diferencidvel M que localmente possui duas folheagoes com-
plementares F' e F2. Um exemplo simples é um sistema de coordenadas local em uma variedade
de dimensao 2. Se tivermos um fluxo (local) de difeomorfismos (p:)ter associado a uma equagao
diferencial, entdo existe localmente a seguinte decomposicdo geométrica ¢, = 1: o Y onde 1 e Yy
sao difeomorfismos tais que n:(F1) C Fi para todas as folhas F; € Fle Y+ (F2) C F» para todas as
folhas Fy € F2. Exploramos esse e outros fatos, sobretudo a decomposi¢do no caso linear com as
folheacGes candnicas geradas por translagoes afins de subspagos vetoriais do espago euclidiano.

Palavras-chave. Fluxo de difeomorfismos, decomposicao de fluxos, folhea¢bes complementares,
sistemas lineares.

1 Introducao

Considere  uma  variedade  diferenciavel M  que  localmente  possui  duas
folheacdes complementares F' e F2. Exemplos simples e interessantes sio encontrados quando
consideramos sistemas de coordenadas local, ou superficies de energia constante em sistemas ha-
miltonianos, dentre outros. Vamos considerar uma equacgao diferencial autéonoma com um minimo
de regularidade tal que gere um fluxo local de difeomorfismos (¢;)ier. Em vérios trabalhos ante-
riores mostramos que existe localmente a seguinte decomposicao geométrica ¢; = 1; 0 1)y onde 17, e
by sao difeomorfismos tais que 7;(F;) C Fy para todas as folhas Fy € F! e ¢, (F,) C F, para todas
as folhas I, € F2. Mais precisamente, dados os subgrupos de difeomorfismos que fixam as folhas
de F' e F? gerados pelos fluxos de campos de vetores tangentes a essas folhas, i.e.

Dif (M, F') = cl{e""™1 o ... e!"Xn t; € R, X; € TF', paratodoi=1,...n,n € N},

Dif(M, F?) = cl{e"*1 o ... e!"¥" t; e R, X; € TF?, paratodoi=1,...n,n € N},

entdo ¢y = n; 0Py com 1, € Dif(M, F') e ¢, € Dif(M, F?). Vérias versdes desse resultado, em
diferentes contextos de regularidade dos fluxos sdo demonstrados em [1], [2], inclusive uma versao
onde temos pares complementares de distribui¢des ndo necessariamente integraveis, ver [3].

O que faremos aqui é mostrar como fica essa decomposi¢do no caso de uma equagao diferencial
linear em R™. Essencialmente, vamos mostrar que se n > 3 sempre existe um par de folheagoes
afins (i.e., as folhas sdo subspagos afins paralelos) tais que a decomposi¢ao existe globalmente (no
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tempo e no espaco), onde as componentes da decomposigao sao lineares e dadas pelo produto de
matrizes da seguinte forma:

[* *...% *|kxn Iy, 0
2
0 Iin—p) [*  k...% *](nik)xn

em relagado a uma base apropriada.

Em particular, se considerarmos uma decomposicio em cascata ¢; = 1} o...onf, ie. k
folheagoes complementares e k componentes da decomposi¢ao, com cada componente respeitando
a folheacdo correspondente, temos que existem folheacdes afins complementares F1, ..., F* onde

cada F' tem dimensdo d; € {1,2} para todo 1 <1i < k e o fluxo linear ¢ dado globalmente por:

[* L * *]dlxn Idl La

Idz [* * * *]dgxn

1

Pt =
Idk—l

. [*  *k...% * *]den

Idk Id

A base de R™ aqui é a mesma dada pela forma de canonica de Jordan. A dimensao dos d;’s sdo um
se o autovalor correspondente for real e sao 2 caso contrario. Note que a dinAmica nos autoespagos
generalizados nao triviais da forma de Jordan, se existirem, ficam decompostas também.

2 Decomposicao em cascata e o caso linear

No caso da variedade ter uma sequéncia de folheagbes complementares, decomposi¢oes mais
finas podem ser obtidas refinando decomposi¢cbes em relacdo a essas subfolheacbes. Para mais
detalhes, ver por exemplo [3]. O problema de explosdao de uma das componentes da decomposi¢ao
pode ser solucionado no caso linear quando se faz escolhas adequadas de subspagos que geram as
subfolheagoes.

No caso nao linear, suponha que a variedade M tenha a seguinte estrutura: existe um par de
fibrados flag complementares no seguinte sentido: existe uma sequéncia nao trivial de distribuigoes
complementares i.e. para cada x € M temos que A}(z)BA}(z) = AlBA3 =... = ALpA? =T, M,
de tal maneira que a primeira componente forma uma sequéncia crescente de subspagoes tangentes
Al c Al...C A} C T, M e asegunda componente forma uma sequéncia decrescente de subspagoes
T,.M > A D>AZ... DAL

Essa estrutura de subspagos, um contido dentro do outro F* = (A},... A})e F? = (A2,...,A?)
é chamada de fibrado flag sobre a variedade M. Cada fibra aqui é uma variedade flag (bandeira),
ou em outras palavras: é um espago homogéneo Sl(n,R)/P, onde P é um subgrupo parabélico,
veja por exemplo o livro classico [4] ou o texto mais recente com aplicagdes & dinamica [5]. Se
dim A} — dimA}_; = 1 para todo i = 2,...,k entdo cada fibra ¢ chamada de variedade flag
maximal, neste caso, k = m — 1, onde m é a dimensao de M.

Uma versao da proposigao abaixo (corolario do teorema de existéncia da decomposigio) aparece
em [3]| no contexto de dinimica estocastica.

Proposicao 2.1. Dado um fibrado de variedades flag complementares F* = (Al,...,A}) e F? =
(AZ,...,A?), existe localmente uma decomposi¢io do fluzo original até um tempo de explosdo:
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(pt:ntlo...ntionz+1o...nfowt, (1)

com a propriedade de que para todoi = 1,...k, temos que as primeiras i-componentes (nfo...nt) é

solucdo de uma EDO no grupo de Lie diff(A}) e as dltimas (k—i+1) componentes (n 1 o. .. nFoq,)

(2
sao a solugio de uma EDO (ndo auténoma) no grupo de Lie diff (A?), com a convengdo de que se
i =k entio nit = Id.
A decomposicao € unica se as distribuicoes das variedades flag forem involutivas.

Corolario 2.1. Considere uma sequéncia de k distribui¢oes complementares nao-degeneradas em
uma variedade M, i.e. A1 @ ... A =T, M para todo x € M. Entdo o fluzo gerado por uma EDO
pode ser decomposto, localmente, até um tempo de explosao como:

gptzftlo...gzo z+1o...§f,
tal que para cada i = 1,...k temos que as primeiras i-th componentes (€l o fi) sao solugoes
de uma EDO no grupo de Lie diff(®;_,A;) e as wltimas (k — i) componentes ( o €F) sdo
solugoes de uma EDO néo autdnoma no grupo diﬂ:"(@?:iHAj).

Demonstracdo. Segue diretamente da Proposicao 2.1: s precisa definir os flags F'' e F2 como:

Al=Pa,
j=1

k
A= P A

G=it1

Observe que aqui, os flags F'* e F? sdo determinados por (k — 1) subspagos nio triviais.
O

Em geral temos que os subgrupos de difeomorfismos diff(A}) C diff(Al,,) e diff(AZ,;) D
diff (A2) para todoi = 1,...,(k—1). No caso de flags com distribuigdes involutivas, essas inclusdes
sao estritas, o que permite avangar ainda mais no resultado:

Corolario 2.2. Considere uma sequéncia de k distribui¢oes complementares involutivas (folhea-
¢oes) em uma variedade diferencidvel M, i.e. os espagos tangentes sio escritos como A1 ®. .. Ay =
T.M para todo x € M. Entdo um fluzo de difeomorfismos pode ser localmente decomposto, até um
tempo de explosao como:

pr=E6 0. &, (2)

tal que para cada i =1,...k temos & € diff (A;). A decomposicio € inica.

3 Caso Linear

Considere uma equagao diferencial linear autéonoma em R™ (na verdade pode ser de vérias
naturezas: estocastica, rough path, com baixa regularidade, controladas por semimartingales com
saltos, ver e.g. 2] ):

dz(t) = Ax(t) dXq, (3)
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onde A é uma matriz real m x m. Seja ¢; o fluxo linear associado em R™. Como estrutura
geométrica de folheagoes consideraremos F} & Fo = R™ dois subspagos vetoriais de R™. Por
translacao cada um deles gera a folheagdo correspondente:

Fi = U Fi+=x e Fo = U F + .
zeR™ zeR™

Exemplo: (Caso linear) O Corolario 2.2 guarante que para sistemas lineares, até um tempo de
explosdo temos a seguinte decomposi¢ao da matriz fundamental (fluxo)

[* *...%x  *  x]|1xp 1 1
Yt = . 1

1 1 R P

Um exemplo simples que mostra como esse tempo de explosdo pode aparecer é a rotacdo em R?
com a folheagdo cartesiana: seja X uma fungio de controle (unidimensional) e tome o sistema

linear:
0 -1
d.’l?t: ( 1 0 )xtht.

O fluxo se decompde como:

cos X; —sinX; . sec Xy —tanX; 1 0 (5)
sin X;  cos X, o 0 1 sin X; cosX; /°

A explosao dos coeficientes ocorrem se X; € {5, —F}.
O

Nossa ultima Proposicao mostra que a explosao do exemplo anterior pode ser eliminada em
espacos de autovetores generalizados relacionados com autovalores reais. Assim, em dimensao
superior, sempre existe uma base de R™ com respeito a qual a decomposi¢gao sempre existird, sem
explosao em tempo finito.

Proposigao 3.1. Dada uma base de uma forma candnica de Jordan para a matriz de coeficiente
da EDO (com 1s acima da diagonal), a sequinte decomposi¢io em cascata do fluzo linear oy nao
tem explosao em tempo finito:

[« *...%x % #|gxn Iq, Ig,

Id2 [* * * *]dgxn
Pt = .. 1

3

Idlc—l
1, Iy, [ x...% * a4, xn

onde d; =1 se o autovalor correspondente for real e d; = 2 caso contrdrio.

DOI: 10.5540/03.2023.010.01.0038 010038-4 © 2023 SBMAC


http://dx.doi.org/10.5540/03.2023.010.01.0038

Proceeding Series of the Brazilian Society of Computational and Applied Mathematics. v. 10, n. 1, 2023.

Os nameros positivos k& acima contam o ntimero de autovalores reais mais o nimero de pares
de autovalores conjugados, incluindo a multiplicidade, tal que ). ;| d; = m.

Demonstra¢ao. Usamos a seginte notacao:

DOI: 10.5540/03.2023.010.01.0038

(1), (R0),,
Pt =
(50),,, (F0),,,
[ O
(m),,, (B0),,
t)

G )

Id)éxé

(Gl (t)) kxk

. (
O (

kXt

E para a matriz de coeficientes:

(1), ()
()" ()

A:

x4t

O calculo da decomposicao nos leva as seguintes equagoes:
dGi(t) = [A1 G1(t) — G2(t) Az G1(t)] dXy,
dGs(t) = [A1Ga(t) + Az — Ga(t) Ay — Ga(t) A3 Go(t)] dXy,
dF3(t) = [A3 G1(t) + A3 Go(t) F3(t) + A4 F3(t)] dX,,
dFy(t) = [A3 Go(t) Fu(t) + Ay Fy(t)] dX,.

Para detalhes, veja o artigo [2]. J& sabemos que F3(t) and Fy(t) ndo tem explosao.

potenciais explosdes podem ocorrer em Gi(t) and Ga(t).
causadas por termos de ordem maior que um, portanto assosiados & submatriz As.

Assim,

Além disso, explosoes s6 podem ser
Portanto,

nenhuma explosao aparece se A3 = 0. No examplo de rotagao acima, note que a explosao ocorre

porque Az = [1].

Uma forma candnica de Jordan nos dé exatamente k — 1 decomposigoes distintas de R =
RExRfcoms=d+... dj e { = djiq1 + ...d; de tal forma que A3 seja zero em relagao & essa
base. O Corolario 2.2 garante que existe a decomposigao correspondente em k fatores e finalmente

as equagoes (9) garantem que nenhum dos k fatores explodem em tempo finito.
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4 Consideracgoes Finais

A decomposi¢do da Proposi¢ao 3.1 em termos de composigdo de funcionais lineares se aplica
para qualquer matriz que seja exponencial de outra matriz real, i.e. que tenha logaritmo. Em outras
palavras, a decomposicao acima vale para todas as matrizes cujos autovalores reais negativos tem
multiplicidade par. No caso complexo, o resultado vale com todos os d;’s iguais a um. Uma pesquisa
futura relacionada com essa questao, dentre outras, ¢ uma versao do teorema de Hartman-Grobman
neste contexto: a dinfmica nao-linear fica decomposta nas folhas correspondentes as imagens dos
eixos pela conjugacao.
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