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Nesse trabalho, usando o conceito de fungoes geradoras e relagoes de recorréncias apresentare-
mos alguns problemas de contagem e suas solugoes. Os resultados aqui apresentados fazem parte
do estudo do Projeto de Iniciagdo Cientifica Voluntéria- Combinatoria e Aplicagoes, tendo como
base [1].

Consideremos o problema: encontrar o nimero de solugdes inteiras da equagdo x1+xo+x3 = 15,
com x1 € {2,3,4} 29 € {3,4,5}, 2 € {5,6,7}. Para isso, definimos um polindmio para cada
variavel x1, 1o e x3, respectivamente:

pi(z) =2 + 2% + 2, po(x) =23 + 2t + 20 e ps(z) = 2° + 25 + 2", (1)

Os expoentes de z em p; sdo os elementos do conjunto ao qual x; pertence. Como estamos
procurando nimeros cuja soma seja 15, vamos considerar o produto p(z) dos polinémios em (1),

p(z) p1(z)p2(2)p3(x) = (22 + 2 + 2*) (2% + 2 + 2°) (2® + 2 + 27)

— xlO +3.’IZ‘11 + 61‘12 + 7.1713 + 511,‘14 + 3.’1?15 —|—LI,‘167 (2)

a equagao x1 + x2 + x3 = 15 tem 3 solugdes inteiras com as restrigoes dadas. O polinoémio (2)
também fornece a resposta para outros problemas, como por exemplo, existem 7 solugbes, com
as restrigoes dadas para x1 + o + 3 = 13. Assim, o polinémio dado em (2) gera o nimero
de solugbes para todas equagdes 1 + xo + 23 = m, para m € {10,11,12,13,14,15,16} com as
restrigdbes impostas para os x;’s.

Definicao 1. Uma série de poténcias é uma série infinita da forma ag+ a2+ azx® +azax3+-- -,
com a; numeros reais para i =0,1,2,3,---.

Definigao 2. Se a,, parar =0,1,2,--- é o nimero de solugdes de um problema de combinatoria,
a fungao geradora ordindria para esse problema € a série de poténcias

a0+a1x+a2x2+a3z3+~~, (3)

ou de maneira geral, dada a sequéncia (a,), a fungdo geradora ordindria para esta sequéncia €
definida como a série de poténcias (3).

Problema 1. Encontre a fungao geradora para o niimero de maneiras de escolhermos r objetos de
um conjunto de n objetos distintos com r < n.

Solucgao: Sabemos que o nimero de maneiras de retirarmos r objetos de um conjunto de n objetos
distintos é C;. Assim, a funcio geradora para este problema é

flx)=Cl+Cle+C22° + -+ Cla" + -+ Cla" = (1 +2)". (4)

Problema 2. Encontrar a fungao geradora ordinaria f(x) na qual o coeficiente a, de 2" é o ntimero
de solugoes inteiras positivas de x1 + z2 + 23 = r, com r € {9,10,11,12,13,14,15}, 2 < z; < 4,
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Solugao: A solugao a, para este problema é o coeficiente de x" na expansao do produto
(22 + 2% +a)(2? + 2%+ 2)(2® + 2%+ 27) = 2 + 3210 + 62! + T2t + 6218 4+ 321 4215 ()
sendo, assim, esta série de poténcias, é a funcao geradora procurada.

A formulagao de relagbes de recorréncias é uma ferramenta importante e multifuncional na

resolugao de problemas combinatorios. Muitos problemas considerados dificeis sao facilmente re-
solvidos por essa técnica. Para isso, partimos do problema particular para o problema genérico,
ou seja, obtemos a solugao do problema genérico a partir da solugao de exemplares menores do
problema.
Problema 3. A Torre de Hanéi, inventado por Edoward Lucas, tem como objetivo passar os oito
discos colocando em ordem crescente de tamanho (de cima para baixo) no eixo a esquerda para o
eixo & direita, na mesma ordem, e efetuando o menor nimero de movimentos. Somente um disco
pode ser mudado de eixo a cada movimento, e ele nao pode ser colocado em cima de um disco
menor. Encontre uma expressao para o numero minimo de movimentos do jogo.

Figura 1: Torre de Hanoi

Solugao: A tatica consiste em considerar o problema para uma torre com n discos. Seja T, o
menor nimero de movimentos para mudar uma torre de n discos do eixo & esquerda para o eixo a
direita. Da regra do jogo, para que o maior disco possa ser colocado no eixo a direita, é exigido que
a configuragao de discos que procede este movimento seja a que tem todos os discos, com excegao
do maior, empilhados no eixo intermediario e o maior disco sozinho no eixo & esquerda.

A tarefa de passar os n — 1 discos menores do eixo & esquerda para o eixo intermediario é
equivalente & de passar n — 1 discos do eixo intermediario para o eixo & direita. Assim, T, _1 é
o menor nimero de movimentos para isso. Uma vez que o disco maior seja colocado no eixo &
direita, resta ainda passar para este tltimo todos os n — 1 discos que estao no eixo intermediério,
novamente temos 7T),_; movimentos minimos para isso. Temos entdo um total de no minimo
2T, _1 + 1 movimentos. Notemos que se tivéssemos apenas um disco, precisariamos apenas de um
movimento para realizar o jogo. Assim, a relacdo de recorréncia para o jogo é

T, =1
{Tn:2Tn1+1 n>2 (6)
Uma solugao para a relagao é

T,+1=2T,_1+1+1=2(Th—1 +1). (7)

Considerando 7, = T}, + 1, de (7) temos 7, = 27,1, resultando numa progressdo geométrica
de razao 2 e termo inicial 7y = 2. Portanto, 7,, = 2", e assim,

T,=2"-1, n>1 (8)
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