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As equações que governam a dinâmica das ondas aquáticas são representadas pelas equações
de Euler, as quais correspondem a um sistema de equações diferenciais parciais não lineares de
fronteira livre e móvel [1]. A solução analítica ou numérica dessas equações é altamente complexa
e requer técnicas avançadas que podem ser de difícil compreensão para não especialistas. Uma
abordagem moderna e elegante no estudo dessas equações é a utilização de modelos reduzidos.
Esses modelos são versões simplificadas das equações de Euler que apresentam menos parâmetros.
Nas áreas de equações diferenciais parciais, a obtenção desses modelos é realizada por meio da
técnica conhecida como análise assintótica. Através dessa ferramenta, é possível reduzir o número
de incógnitas envolvidas nas equações ou simplificar as não linearidades presentes, de forma a
manter o máximo possível de informações do modelo original.

Com respeito ao estudo das ondas aquáticas, um dos modelos assintóticos mais conhecidos é
o modelo de Boussinesq. Este modelo fornece uma boa aproximação para a dinâmica da onda de
superfície quando esta é longa quando comparada à profundidade do oceano. O objetivo princi-
pal deste trabalho é investigar, de forma numérica, as ondas geradas pela interação correnteza-
topografia, bem como a geração de ondas através de deslocamentos da topografia submarina por
meio do modelo Boussinesq.

Para tal fim, apresentamos uma formulação das equações de Boussinesq que incorpora uma
esponja artificial na fronteira do domínio. Do ponto de vista físico, a esponja pode ser vista
como um termo de amortecimento que absorve ondas de pequena amplitude que são refletidas ou
transmitidas. Adicionalmente, realizamos ensaios numéricos para validar a formulação proposta e
avaliar em quais circunstâncias a utilização desta esponja é vantajosa.

Denotando por η(x, t) a superfície livre da água, h(x, t) a topografia no fundo do canal, u(x, t)
a média vertical da velocidade horizontal e sob a hipótese de que há uma pressão variável P (x, t)
na superfície livre da água, Chen [2] derivou as equações de Boussinesq. Estas equações são usadas
para descrever a propagação de ondas de superfície em águas rasas e podem ser expressas da
seguinte forma ηt + ((1 + αh+ αη)u)x = −ht,

ut + ηx + αuux − β

3
uxxt =

β

2
hxtt − αPx,

(1)

onde α é o parâmetro de não-linearidade, o qual controla a não linearidade da EDP (1), e β o
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parâmetro de dispersão, que regula o regime de profundidade, a saber, águas rasas para 0 < β ≪ 1
ou águas profundas β ≫ 1.

A inserção de uma esponja artificial é uma técnica amplamente empregada no estudo de ondas.
Por exemplo, Grimshaw e Maleewong [3] utilizaram esta metodologia no contexto da equação
forçada de Korteweg-De Vries, permitindo a realização de experimentos numéricos por longos
períodos de tempo com um menor custo computacional.

Neste estudo propomos a seguinte versão das equações de Boussinesqηt + ((1− αh+ αη)u)x − 2s(x)η = ht,

ut + ηx + αuux − β

3
uxxt −G = −β

2
hxxt − αPx,

(2)

onde

G(x, t) =

∫
s2(x)η(x, t) dx e s(x) =

A

2
(tanh(x+B)− tanh(x−B))−A, A,B > 0.

Aqui, a integração em G(x) é entendida como uma antiderivada e s(x) corresponde a uma esponja
que absorve ondas refletidas ou transmitidas quando estas passam pelos pontos x = B ou x = −B.
O parâmetro A controla o quão rápido ou lento a absorção ocorre, enquanto B controla a região
em que a esponja não tem efeito.

A metodologia numérica utilizada no cálculo da solução dos sistemas (1) e (2) é uma adaptação
do esquema pseudospectral proposto por [4] no estudo da equação de Korteweg-De Vries. Nesse
esquema, as derivadas em relação a x são calculadas de forma espectral por meio da transformada
rápida de Fourier, e a integração no tempo é feita pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem.

Neste estudo, realizamos a validação numérica das equações de Boussinesq com esponja. Para
isso, comparamos a solução desse sistema com o sistema de Boussinesq padrão proposto por Chen
[2] em três casos distintos: (i) propagação de ondas solitárias em um canal com profundidade e
pressão nulas; (ii) geração de ondas decorrentes da interação entre a correnteza e a topografia em
um canal com uma única elevação submarina; (iii) no estudo de ondas presas. A validação numérica
destes casos permite avaliar a eficácia da técnica de esponja artificial no modelo de Boussinesq.

Os resultados obtidos neste estudo são relevantes para a compreensão do processo de formação
de ondas aquáticas. Por meio dessa pesquisa, é possível gerar conhecimento científico que permita
uma melhor compreensão do ambiente marinho, contribuindo para a promoção da segurança das
comunidades costeiras. Dessa forma, o estudo das ondas e sua interação com a topografia submarina
pode fornecer informações cruciais para o desenvolvimento de medidas preventivas e mitigadoras
de riscos, tornando o oceano um lugar mais seguro para a sociedade. Por fim, o autor Martins
agradece à Coordenação de Aperfeiçoamento de Pessoal de Nível Superior - Brasil (CAPES) pelo
financiamento deste estudo.
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