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Nesse trabalho, usando o conceito de congruéncia modular apresentaremos algumas aplica-
goes. Os resultados aqui apresentados fazem parte do estudo do Projeto de Iniciacao Cientifica
Voluntéria- Teoria de Ntmeros e Aplicagoes, tendo como base [1] e [2].

Definicao 1. Se a e b sdo inteiros dizemos que a € congruente a b mddulo m, (m > 0) se
m | (a —b). Denotamos por a = b (mod m). Se m 1t (a —b) dizemos que a é incongruente a b
mddulo m.

Exemplo 1. Temos que 16 =4 (mod 2) pois 2|(16 —4). Como 516 e 17— 11 = 6 temos que 17 €
incongruente a 11 modulo 5.

Proposicao 1. Se a e b sdo inteiros temos que a = b (mod m) se, e somente se, existir uma
inteiro k tal que a = b+ kn.

Proposigao 2. Se a,b,m e d sao inteiros, m > 0, as sequintes senten¢as sio verdadeiras:
1) a=b (mod m)
2) Se a =b (mod m) entdo b= a (mod m)
3) Sea=b(modm) eb=d(modm) entio a =d (mod m)

Teorema 1. Sejam a,b,c,d e m inteiros tais que a = b (mod m) e ¢ = d (mod m) entdo
1) a+c=b+c(modm); a—c=b—c(modm)
2) a+c=b+d(modm);a—c=b—d(modm)
3) ac =be (mod m); ac = bd (mod m)

Definigao 2. Se h e k sio dois inteiros com h = k (mod m), dizemos que ké um residuo de h
madulo m.

Definicao 3. O conjunto dos inteiros {ri,ra, -+ ,rs} é um sistema completo de residuos mdodulo

m se: 1 # r; (mod m) para i # j; para todo inteiro n existe um r; tal que n = r; (mod m).

Exemplo 2. Temos que {0,1,2,--- ,m — 1} € um sistema completo de residuos mddulo m.
Teorema 2. Se k inteiros r1,ra, -+ , 1, formam um sistema completo de residuos mdodulo m entdo
k=m.

Proposigao 3. Sejam a um inteiro qualquer, r um inteiro nao negativo e m um inteiro maior que
1. Ser é o resto da diwvisao euclidiana de a por m, entio a = r (mod m).
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Proposicdo 4. Se m é um inteiro maior que 1, entdo o conjunto R = {(a,b) € Z X Z | a =
b (mod m)} € uma relagdo de equivaléncia sobre o conjunto dos nimeros inteiros. Neste caso,
a classe de equivaléncia de a, denotado por a, € dado por a = {b € Z | a = b (mod m)} e
denotamos por Z,, o conjunto de todas as classes de equivaléncia distintas definidas pela relagio
de congruéncia.

Exemplo 3. Param =T temos que Zr = {0,1,2,3,4,5,6}.

Dado o conceito de congruéncia modular e seus resultados, vamos ver duas aplicagoes desse
contexto, o relogio analdgico, o codigo de barras e o namero ISBN.

Exemplo 4. Reldgio Analdgico

Considere um relégio analégio. Se agora sao 13 horas, qual seré a posi¢ao do ponteiro menor?
Notemos que 13 dividido por 12 deixa reto igual a 1. Assim, o ponteiro pequeno estara no naumero
1. Observemos que 13 horas é congruente a 1 hora, mdédulo 12; Portanto, as horas marcadas
num rel6égio analdgico constituem um exemplo classico de congruéncia, nesse caso com modulo 12,
aplicado ao cotidiano das pessoas.

Exemplo 5. Cddigo de Barras

Um dos cédigos de barras mais usados no mundo todo é o EAN-13, usado para a identificagao
da maioria dos artigos que normalmente compramos. E constituido de 13 algarismos, sendo que
o dltimo é o digito de controle. Nesse caso, é usado a congruéncia médulo 10 e os fatores que
constituem a base de multiplicacao sao os digitos 1 e 3, que vao se repetindo da esquerda para a
direita, correspondendo a cada um dos 12 primeiros nimeros do c6digo. Considere a sequéncia
789891201904 formada pelos 12 primeiros digitos de um codigo de barras, devemos multiplicé-los,
nessa ordem, por 1,3,1,3,1,3,1,3,1,3,1,3 e somar os produtos obtidos, istoé, 1-7+3-8+1-9+
3-84+1-943-14+1-24+3-04+1-14+3-9+1-04+3-4 =118. O digito que esta faltando, que vamos
representar por D deve ser tal que ao ser acrescentado & soma obtida, deve gerar um miltiplo de
10, isto é, 118 + D deve ser multiplo de 10, ou seja, 118 + D = 0 (mod 10). Assim, D = 2.

Exemplo 6. ISBN

O ISBN (International Standard Book Number/ Padrao Internacional de Numeragao de Livro)
é um padrdo numérico de 10 digitos criado com o objetivo de fornecer uma espécie de registro
para publicacoes monograficas, como livros, artigos e apostilas. E formado por uma sequéncia de
9 primeiros digitos, que devem ser multiplicados, nessa ordem, por 10,9,8,7,6,5,4,3,2 e somar
os produtos obtidos. O digito que esté faltando, que vamos representar por I deve ser tal que
ao ser acrescentado a soma S obtida, deve gerar um multiplo de 11, isto ¢, S + I = 0 (mod 11).
Por exemplo, consideremos 852121146 os 9 primeiros digitos do ISBN do livro [2], entdo S =
10-84+9-54+8-24+7-14+6-24+5-144-143-442-6 = 193. Assim, para que (193+1) =0 (mod 11)
devemo ter I = 4.
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