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Alguns Exemplos de Aplicagao de Métodos de Mel'nikov em
Campos Vetoriais Continuos por Partes
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As fontes de descontinuidade em problemas motivados por aplicagdes praticas originam-se da
propria modelagem do mesmo como, por exemplo, sistemas eletromecénicos onde, devido a dife-
renga em ordem de grandeza de velocidade de sistemas eletronicos (ver [1]) e mecanicos, pode ser
conveniente descrever o sistema como descontinuo; ou mesmo pela natureza fisica do problema
(atrito seco, por exemplo, [2]). Assim, a descontinuidade pode estar no modelo ou no controlador.
No caso de sistemas lineares com parte homogénea auténomas as técnicas sao bem conhecidas.
Porém as mesmas nao podem ser imediatamente extendidas para situagoes mais gerais.

O presente trabalho visa abordar técnicas de identificagao de ciclos-limite (ver [3]) e predigao de
caos (ver [4]) no cenario homoclinico (ver [5]) em sistemas dinAmicos descritos por algumas classes
de campos vetoriais continuos por partes perturbados. Para isto, separamos o problema em duas
partes: descontinuidade no sistema nao-perturbado e descontinuidade na perturbagao.

Para o primeiro caso, sejam os Hamiltonianos suaves por partes
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sendo P um polindmio com extremo(s) local (locais).

Sejam os campos perturbados (ndo Hamiltonianamente) associados
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sendo f1, fo perturbagbes nao Hamiltonianas; g1, ge perturbagoes T—peridédicas com respeito ao
parametro t. O polindmio P é tal que o sistema admite ao menos uma singularidade eliptica (x*,0):
qP”(z*) < 0, ¢ = +1 e 2* & a singularidade do sistema em h~' ({0}) = R x {0}, h(z,y) = y.
Para o segundo sistema, a singularidade est4d em z* = 0, o campo é periédico no tempo e o
sistema nao perturbado tem 6rbita homoclinica. Estes sistemas sao involutivos com involugoes
Dy (z,y) = (z,—y) e Pa(z,y) = (—x,y), respectivamente.

Pode-se mostrar que as respectivas fungoes de Poincaré-Mel’ nikov sao
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sendo x1, o zeros dos polinomios H — P e P— H onde H;* ({H}) é fechada; e, com a perturbagao

€ (Acoswt — x,0) como exemplo, temos My(t) = A\/a? + B2 cos <wt — arccos
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sendo

cos (tan™t w cos (w tan~tw wsinw
o= ( ) + cos (wr + ) + T and (4)
V14 w? w? =1
o sin (w7 + tan~! w) — sin (tan~! w) N w(1 + coswr) 5)
B VI+w? 1—w?
Estes exemplos nao apresentam grande dificuldade ja que os integrandos sao continuos por partes
e a integral de Mel’nikov pode ser expressa como uma soma finita de integrais.
Para o segundo caso, seja a equacdo do péndulo perturbado &+ei+sen(z) = eA(sgno sen)(wt).
A funcao de Poincaré-Mel'nikov é

MQ k 1 t (k? + 1)71 1 t km
— —_Ag -1 h-4+-———— h-+—| -2
( > (t) kEZ( ) [tan tan 2 tan™ " tan 5 (6)

Para aplicar o critério de Mel’nikov, ha necessiade de certa regularidade na fungao acima. Pelo teste
M de Weierstrass é possivel garantir continuidade de fung¢oes de Mel'nikov deste tipo mostrando
que a convergéncia é absoluta. A diferenciabilidade, porém, nao é garantida. Assim fazemos uso
do indice topologico de Brouwer para contornar tal obstaculo.

Com tais resultados podemos verificar zeros simples de Mel’nikov em sistems que apresentem
descontinuidades do campo. O primeiro caso, por exemplo, apresenta zeros simples se |A| >

247 . 247 2.0
—F— Se W 1;e |A| > caso contrario.
o/a? 15 # 1 e |A] o2’
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